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کتاب اسمارت نهم با هدف آموزش پیشرفتة ریاضی تیزهوشان و نمونه‌دولتی طراحی و تولید شده‌است. این کتاب دارای سه 
بخش اصلی زیر است:

1 راه‌های تقویتی ادگیری ریاضی و تکنیک‌های تست‌زنی
2 آموزش و تست فصل‌های هشت‌گانة کتاب درسی و ارائه فصل نهم با نام سؤالات ریاضی و خلاقیت

3 آزمون‌های جامع تکمیلی
هر فصل به چند مبحث تقسیم شده‌است. در هر مبحث، نکات مهم و کاربردی با استفاده از مثال‌های آموزشی هدف‌دار 
و هوشمندانه آموزش داده‌ شده است. برای هر نکته آموزشی؛ انواع مثال‌ها با پاسخ‌های کاملًا تشریحی و آموزشی ارائه 

گردیده است. شیوة بیان مطالب به‌گونه‌ای است که دانش‌آموز بتواند به‌راحتی با آن ارتباط برقرار کند.
در پایان هر مبحث تعداد قابل توجهی تمرین تشریحی با پاسخ‌نامه آورده شده ‌است. بعد از ارائه تمام مباحثی ک فصل، 
تست‌های جامع فصل که همه مباحث آن فصل را پوشش می‌دهد به همراه پاسخ‌های کاملًا تشریحی قرار داده ‌شده‌ 
است. فصل نهم کتاب به سؤالات ریاضی و خلاقیت می‌پردازد تا تمام هدف‌های آموزشی به نحوه احسن اجرا شده باشند.
در بخش سوم، آخرین سؤالات آزمون تیزهوشان و نمونه‌دولتی با پاسخ‌ کاملًا تشریحی ارائه شده است. نرم‌افزار آزمون‌ساز 
بسته  این  از دیگر ویژگی‌های  آزمون‌های فصل‌به‌فصل، مبحثی و جامع  انواع  برگزاری  قابلیت  با  رایگان  پیشرفته  فوق‌ 

آموزشی بی‌نظیر است.
لازم به‌ذکر است که کتاب‌های ایکیوسان، هوش‌برتر و اسمارت پایة نهم؛ سه ضلع، مثلث طلایی محصولات آموزشی لوح برتر 

برای ورود به مدارس تیزهوشان و نمونه‌دولتی را تشکیل می‌دهند.
در پایان بر این نکته تاکید می‌کنیم که تمامی این نوآوری و خلاقیت‌ها به لحاظ داشتنِ همکاران زیرک و باهوشی چون 
شماست، که با ارائة نظرات و راهنمایی‌های خود، موجبات رشد محصولات آموزشی لوح برتر را فراهم نموده‌اید. امیدواریم 

که همچنان ما را از نظرات کارشناسی و خلاقان ۀخود محروم نسازید.
 با تشکر و سپاس
صادق گرجی

تلفن‌ها: 66175053    66971804    66175053    021-66972478
      @Lohebartarpub :کانال تلگرام
Lohebartar@gmail.com :پست الکترونیکی
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چگونه یادگیری ریاضی را در خود تقویت کنیم؟

چرا بسیاری از دانش‌آموزان در یادگیری ریاضی مشکل دارند و از آن فرار می‌کنند؟
برعکس، چرا ریاضی برای بعضی‌ها درس آسانی است و از مطالعة آن لذت می‌برند؟

پاسخ به این سؤال‌ها به چند عامل بستگی دارد. اگر می‌خواهید دری ادگیری ریاضی پیشرفت کنید، مطالب زیر را بادقت بخوانید؛ سعی کنید 
مفهوم آن‌ها را درک و راه‌حل‌های ارائه‌شده را اجرا کنید.

1 ساختار ذهنی انسان‌ها بای کدیگر متفاوت است. برخی دانش‌آموزان دروس حفظی را خوب می‌آموزند و عدة دیگری دروس »تمرین‌محور« 
را بهتری اد می‌گیرند. اما بررسی‌ها نشان می‌دهد که هر دو گروه می‌توانند با تمرین وی ادگیری روش‌های درست مطالعه، پیشرفت کنند.

2 	علاقه به درس ریاضی و روش مطالعة درست و مؤثر، تأثیر زیادی دری ادگیری عمیق ریاضی دارد. در بسیاری موارد، دانش‌آموزان با اصلاح 
روش مطالعة خود به پیشرفت‌های بسیار خوبی دری ادگیری ریاضی، دستی افته‌اند.

در این قسمت قصد داریم به تشریح ساختار مغز انسان بپردازیم و روش درست مطالعه وی ادگیری 
ریاضی را توضیح دهیم. پس ابتدا به ساختار مغز می‌پردازیم. همان‌طور که در تصویر می‌بینید، مغز 
ما شامل دو نیمکره است که از نظر ظاهری بسیار به هم شبیه هستند، اما از نظر کارکرد دارای 
وظایف اختصاصی و متفاوتی هستند. این دو نیمکره با قسمتی به نام »جسم پینه‌ای« بهی کدیگر 
متصل‌اند. به‌طورکلی در هر انسان،ی کی از نیمکره‌های مغزی او بر دیگری برتری دارد و دقیقاً به 
همین دلیل، توانایی‌های ذهنی تغییر می‌کنند. اگر نیمکرة چپ فرد غالب باشد، به او »چپ‌‌برتری ا 

چپ‌مغز« و اگر نیمکرة راستش غالب باشد، به او »راست‌برتری ا راست‌مغز« می‌گویند. 

ویژگی افراد چپ‌برتر یا چپ‌مغز

1 رفتارشان سازمانی‌افته‌تر‌ و منظم‌تر است و اطلاعات دریافتی را بهتر پردازش می‌کنند.
2 معمولاً سطح هوشیاری در این افراد، بیشتر است.

3 قوانین و برنامه‌ها را به‌خوبی دنبال می‌کنند.
4 دری ادگیری ریاضی و علوم‌ تجربی قوی‌تر از راست‌مغزها هستند و سریع‌تر به پرسش‌های ریاضی و علوم ‌تجربی پاسخ می‌دهند.

5 نظم و طبقه‌بندی را می‌پسندند.
6 به روش منطقی با مسائل برخورد می‌کنند و تحلیلگر خوبی هستند.
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7 به جزئیات بیشتر دقت می‌کنند.
8 به نظم و انضباط توجه ویژه‌ای دارند.

9 این بخش از مغزِ ریاضیدان‌ها فعال‌تر و بر نیمکرة راست، غالب است.

ویژگی افراد راست‌برتر یا راست‌مغز
1 خیال‌پرداز هستند.

2 این افراد در علوم اجتماعی و هنر موفق‌ترند.
3 بسیار شهودی هستند و پاسخ بسیاری از مسائل را از راه الهام و بدون قاعده به‌ دست می‌آورند. 

4 قدرت خلاقیت و کشف دارند.
5 ورزش و حرکات موزون را بهتر انجام می‌دهند.
6 استعداد موسیقی در راست‌برترها بیشتر است.

7 با هنرهای نقاشی و طراحی سروکار دارند.
8 کلی‌نگر هستند. طراحان، نویسندگان، نقاشان و هنرمندان بزرگ از این قسمت مغزشان بیشتر استفاده می‌کنند.

راه‌های پرورش نیمکرة چپ مغز
آیا می‌توانیم نیمکرة چپ مغزمان را تقویت کنیم؟ درصورتی‌که تمرین‌های زیر را انجام دهید، نیمکرة چپ مغز شما تقویت وی ادگیری ریاضی 

شما تسریع می‌شود.
1 جدول حل کنید.

2 برای کارهای روزانه‌تان برنامه‌ریزی داشته باشید.
3 از حس شنوایی‌تان در طبیعت و دریافت صداهای آن، بیشتر استفاده کنید.

4 سعی کنید بیشتر پازل و شطرنج بازی کنید.
4 سخنوری و کنفرانس دادن را تمرین کنید.

راه‌های پرورش نیمکرة راست مغز
1 به خودتان برای فکرهای تخیلی و پرداختن به خیال‌بافی، مجال بدهید.

2 رمان بخوانید و داستان را به شکل تصویر در ذهن خود مرور کنید.
3 نقاشی و طراحی را بیاموزید.

4 گاهی بچگانه فکر کنید و به کودک درون خود اهمیت بدهید.
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اسمارت نهم

چگونه علاقة خود را به ریاضی بیشتر کنیم؟

در این موردی ک اصل ثابت و مهم وجود دارد: »به هر درسی که نمره‌های خوبی در آن بگیریم، علاقه پیدا می‌کنیم و برعکس، از دروسی که 
نمرات خوبی در آن‌ها نگرفته باشیم، بیزار می‌شویم«. اینکه بعضی از دانش‌آموزان می‌گویند: »من از این درس بدم می‌آید،ی ا به فلان درس 

علاقه دارم«، فقط به میزان تجربه‌های موفق و ناموفق در طی سال‌های گذشته و نمراتی که در آن درس‌ها گرفته‌اند، بستگی دارد.

تجربه‌های ناموفق در یک درس به ناتوانی یادگیری در آن درس تبدیل می‌شود
تصور کنید از همان کلاس اول ابتدایی در درس ریاضی مشکل داشته‌اید و نمرات خوبی در این درس به‌ دست نمی‌آورده‌اید. حتی بعضی 
وقت‌ها، معلمان از والدینتان می‌خواهند که برای حل این مشکل به ‌مدرسه بیایند. این اتفاقات به‌مرور زمان باعث ترس از ریاضی و بی‌علاقگی 
شما به این درس می‌شود. برعکس، اگر در این درس نمرات خوبی گرفته باشید و معلم‌های سال‌های قبل، از توانایی‌های شما دری ادگیری 

ریاضی، هم در کلاس درس و هم نزد والدینتان، تعریف کرده باشند، سر ذوق خواهید آمد و شیفت ۀریاضی خواهید شد.
نکتة مهم این است که وقتی به درسی علاقه داشته باشیم، ناخودآگاه بیشتر به سراغ آن می‌رویم و وقت بیشتری به آن اختصاص می‌دهیم. 

همین موضوع باعث می‌شود که در آن پیشرفت کنیم و از مطالعه‌اش خسته نشویم.

چگونه علاقة خود را به ریاضی بیشتر کنیم؟
1 نترسید. به‌جای فرار از این درس، وقت بیشتری به آن اختصاص دهید.

2 ابتدا مطالب ساده‌تر را انتخاب کنید. بای ادگیری مطالب ساده‌تر، اعتماد به نفسی ادگیری در شما تقویت خواهد شد.
3 در منزلی ک مبحثی ا تمرین ساده که به جلسة آینده مربوط می‌شود را انتخاب کنید و برایی ادگیری‌اش بسیار تلاش کنید. از دوستان 
و همکلاسی‌های خود برایی ادگیری عمیق آن کمک بگیرید. وقتی به کلاس درس رفتید، از معلمتان خواهش کنید که به شما اجازه دهد آن 

مطلبی ا تمرین را در کلاس توضیح بدهیدی ا حل کنید؛ با این کار اعتماد به نفس شما در درس افزایش پیدا خواهد کرد.
4 روش درستی ادگیری را بیاموزید تا زودتر و عمیق‌تر پیشرفت کنید.

روش مطالعه و یادگیری ریاضی

1 درک عمیق مفاهیم ریاضی با مطالعة دقیق و کاملًا مفهومی کتاب درسی و جزوه:

یک دانش‌آموز باهوش و ساعی، کتاب درسی، جزوه و کتاب کمک آموزشی خود را بادقت مطالعه می‌کند، مطالب آن‌ها را بای کدیگر مطابقت 
می‌دهد و سعی می‌کند مفاهیم درسی را به‌طور عمیق و دقیق درک کند. به ‌خاطر داشته باشید که محور اصلی طراحی سؤالات امتحانی، 
کتاب درسی است. در این مرحله هدف اصلی، درک و فهم کامل و عمیق مفاهیم درس ریاضی است. مطالعة این کتاب در کنار کتاب درسی، 

کمک زیادی به شما خواهد کرد.
2 حل دقیق تمرین‌ها و مطابقت دادن پاسخ‌های خود با پاسخ درست

در این مرحله باید تمرین‌های داده‌شده را بادقت حل و پاسخ خود را با پاسخ درست مقایسه کنید. این کار باید به‌طور کامل انجام و صفر تا 
صد هر تمرین به‌طور عملی حل شود. مرور تمرین‌‌ها با چشم به‌جای حل آن‌ها، کاری بیهوده و غیرمفید است. باید تلاش کنید هنگام حل 
تمرین‌های مختلف، سایر اعضای بدن خود را نیز درگیر کنید. نوشتن پاسخ‌ها دری ک دفتر چرک‌نویس، چشم‌ها، دست و مغز شما را درگیر 

وی ادگیری شما را عمیق‌تر می‌کند.
یک تصور غلط و خطرناک: بسیاری از دانش‌آموزان بعد از مطالعة جزوه و حل تمرین‌های آن، فکر می‌کنند برای امتحان آماده شده‌اند؛ 

درحالی‌که انجام این کار فقط 10 درصد از کلِی ادگیری است.
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3 حل تمرین‌های بیشتر و مطابقت دادن پاسخ‌های خود با پاسخ درست

او در رانندگی مانند  اما مهارت  تازه‌کار کلاچ، ترمز، دنده و فرمان را به‌خوبی می‌شناسد،  یادگیری ریاضی مثل رانندگی است.ی ک رانندة 
راننده‌ای نیست که سال‌ها تجربة رانندگی دارد. او باید مدت زیادی در جاده‌های مختلف رانندگی کند تا به راننده‌ای ماهر تبدیل شود. خواندن 
مطالب آموزشی کتاب ‌درسیی ا اسمارت، برایی ادگیری عمیق ریاضی کافی نیست، بلکه باید انواع تمرین‌های ‌ارائه‌شده نیز بادقت حل شوند. در 
کتاب اسمارت، ابتدا نکات مهم درسی آموزش داده شده، سپس تعدادی تمرین برایی ادگیری بیشتر ارائه شده است. در انتهای هر فصل، انواع 
تست‌ها و تمرین‌های شناسنامه‌دار برای تسلط بیشتر آورده شده است. نباید انتظار داشته باشید که بدون حل این تمرین‌ها ریاضی‌تان تقویت 
شود. این تمرین‌ها دقیقاً مثل مانورهای جنگی برای سربازان عمل می‌کنند و شما را برای رویا‌رویی با نبرد و امتحان واقعی آماده می‌کنند. 

4 پیدا کردن اشکالات خود و حل مجدد آن‌ها
موقع حل تمرین‌ها و تست‌های مختلف، باید اشکالاتتان رای ادداشت کنید. برای برطرف کردن این اشکالات، ابتدا پاسخ‌های تشریحی را بادقت 
بررسی کنید و بینید چه اشتباهی داشته‌اید. در صورت نیاز قسمت آموزش رای ک ‌بار دیگر بخوانید. این کار به شما کمک می‌کند به اشتباهات 

پی ببرید و نقاط ضعفتان را برطرف کنید.
5 برطرف کردن اشِکالات درسی از طریق همکلاسی‌ها یا در صورت امکان، معلم

نباید با نگرانی از کاملی اد نگرفتنی ک مبحث درسی، سر جلس ۀامتحان حاضر شوید، چه بسا بعضی از سؤالات از همان مطالبی طراحی شوند 
که شما مشکل دارید. اگر قبلًا این مشکل را حل نکرده‌اید، نباید انتظار داشته باشید در جلسة آزمون با آن وقت محدود و بدون دسترسی به 
کتاب، بتوانید به چنین سؤالاتی پاسخ دهید. ریش ۀاصلی اضطراب و دلشور ۀقبل از آزمون و حتی هنگام آزمون، همین موضوع است. سعی 

کنید اشِکالاتتان را از معلمی ا همکلاسی‌ها بپرسید.
6 حل تمرین‌های با تنوعِ بیشتر، برای افزایش مهارت و تسلط کامل

به‌نظر ما برای تسلط بر هر مبحث باید 20 الی 30 تمرین ساده، متوسط و دشوار حل شود. اگر فقط تمرین‌های ساده و معمولی را حل کرده 
باشید، غیرمنطقی است که انتظار پاسخگویی به سؤالات دشوار و حتی متوسط را در جلسة آزمون داشته باشید. حل تمرین‌های متنوع و 
دشوار، مثل انجام بازی‌های تدارکاتی با تیم‌های خوب برایی ک تیم فوتبال است. هرچه با تیم‌های بهتر و قوی‌تر بازی کنیم، تیم ما قوی‌تر 

خواهد شد.
در کتاب اسمارت نهم، سطح دشواری تست‌های پایان هر فصل در پاسخ‌نامه، با ستاره مشخص شده است. تست‌های ساده بای ک ستاره،  
تست‌های متوسط با دو ستاره و تست‌های دشوار با سه ستاره علامت‌گذاری شده‌اند. ابتدا سؤالات ساده، سپس سؤالات متوسط و در آخر 

سؤالات دشوار را حل کنید تا تسلطتان افزایش پیدا کند.

برای موفقیت در یک آزمون تستی، علاوه‌بر معلومات و آمادگی علمی، توانایی‌های دیگری نیز لازم است؛ ازجمله:
توانایی کنترل افکار ذهنی و هیجانات فردی در جلسۀ آزمون

بررسی‌ها نشان می‌دهند که گاهی دانش‌آموزان قوی و توانمند در آزمون پذیرفته نمی‌شوند. وقتی علت این موضوع را بررسی می‌کنیم، متوجه 
می‌شویم که این دانش‌آموزان در جلس ۀآزمون دچار اضطراب و دلشوره می‌شوند و تمرکز خود را برای پاسخگویی به سؤالات از دست می‌دهند. 
برای موفقیت در آزمون، تکی ۀصِرف به معلومات کافی نیست، بلکه توانایی استفاد ۀدرست از معلومات و آموخته‌های ذهنی هم از اهمیت 
بسیاری برخوردار است. استفاده از راهنمایی‌های مشاوری توانمند و باتجربه، پرهیز از بیان موفقیت دانش‌آموز در بین اقوام و بستگان، و ارائ ۀ
آموزش‌های لازم به دانش‌آموز برای تسلط بر هیجانات و افکار ذهنی در جلس ۀآزمون، بسیار مهم و سرنوشت‌ساز است. وقتی دچار اضطراب 
می‌شویم، تمرکز خود را از دست می‌دهیم و نمی‌توانیم از دانش خود، به‌خوبی استفاده کنیم. ریش ۀاین اضطراب و نگرانی به موارد زیر مربوط 

می‌شود:
1 حس رقابت ناسالم با دیگران؛
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2 فشار بیش از حد والدین برای قبول شدن در آزمون؛
3 عدم آمادگی علمی دانش‌آموز و مقایس ۀخود با دیگران؛

4 بیان بیش از حدِ موفقیت درسی فرزندان در بین فامیل از سوی والدین، در نتیجه، افزایش توقع دیگران و فشار روانی به دانش‌آموز؛
5 بی‌توجهی به توانایی‌های ذهنی و درسی دانش‌آموز و تعیین اهدافی مغایر با توانایی ذاتی او؛

6 تاب‌آوری اندکِ برخی از دانش‌آموزان و اضطراب ذاتی آن‌ها؛
7 فشار درسی بیش از حد به دانش‌آموز.

برخی از راهکارهای مقابله با اضطراب درسی به شرح زیر هستند:
1 افزایش توانایی کنترل ذهنی؛

2 کاهش عوامل اضطراب‌زای فوق؛
3 واقع‌بینی و تعیین اهداف تحصیلی متناسب با توانایی دانش‌آموز؛
4 استفاده ازی ک مشاور توانمند و آشنا به مسائل روانی و تحصیلی؛

5 رقابت درسی دانش‌آموز با خودش، نه دیگران؛
6 افزایش آگاهی والدین؛

7 توجه به فعالیت‌های تفریحی و ورزشی در کنار مسائل درسی.  

مهارت‌های تست‌زنی و بررسی سؤالات سال‌های گذشته 

آشنایی دانش‌آموزان با انواع سؤالات تستی و بررسی و تحلیل آن‌ها اهمیت بسیاری دارد. این کتاب و نرم‌افزار فوق‌پیشرفت ۀآزمون‌ساز همراه 
آن، کامل‌ترین بست ۀآموزشی در زمین ۀریاضی است و احتمال موفقیت در آزمون ورودی مدارس تیزهوشان و نمونه‌دولتی را افزایش می‌دهد. 

نرم‌افزار آزمون‌ساز فوق‌‌پیشرفت ۀلوح برتر کمک زیادی به افزایش مهارت‌های تست‌زنی می‌کند.

در این قسمت قصد داریم شما را با تکنیک‌ها و مهارت‌های زیر آشنا کنیم:��
الف( آشنایی با نحو ۀدرصد‌گیری

ب(  مهندسی معکوس
ج(  تکنیک بعلاوه منها )+ - (ی ا مدیریت زمان

ۀ پاسخگویی به سؤالات چهارگزینه‌ای�� آموزش تکنیک‌های تست‌زنی و نحو
یکی از نیازهای اصلی هر دانش‌آموز، آشنایی با تکنیک‌ها و فنون تست‌زنی است. در این قسمت تلاش می‌کنیم نکات مهم و کاربردی را در این 
زمینه توضیح دهیم. از دبیران گرامی و ارجمند درخواست می‌کنیم با مطالع ۀاین بخش، مباحث ارائه‌‌شده را به دانش‌آموزان خود آموزش دهند.

ۀ درصدگیری�� آموزش نحو
همان‌طور که می‌دانید، در آزمون‌های تستی هر سه پاسخ غلط،ی کی از پاسخ‌های درست را از بین 
می‌برد. برای اینکه بتوانیم درصد هر درس را با توجه به پاسخ‌های نادرست محاسبه کنیم، باید از 

فرمول زیر استفاده کنیم. به خاطر داشته باشید که به درصد، »نمر ۀخام« هم گفته می‌شود.

درصدی ا نمر ۀخام تعداد پاسخ‌های نادرست ـ )3× تعداد پاسخ‌های درست(
3× تعداد کل سؤالات درس مورد نظر

 
= ×100
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شاید بپرسید »پس تکلیف سؤالات نزدهی ا بدون پاسخ، در این فرمول چه می‌شود؟« باید توجه کنید که سؤالات بدون پاسخی ا نزده، هیچ 
تأثیری در نمره ندارند و این پاسخ‌های درست و نادرست هستند که نمر ۀشما را تعیین می‌کنند.

حالا بهی ک مثال توجه کنید:
مثال: فرض کنید در آزمونی از 30 سؤال ریاضی، به 15 سؤال پاسخ درست و به 8 سؤال پاسخ نادرست داده‌اید؛  به 7 سؤال هم پاسخ نداده‌اید. 

برای محاسب ۀ»درصدی ا نمر ۀخام« باید به شیو ۀزیر عمل کنید:

30 = کل سؤالات درس
15= پاسخ‌های درست
8 = پاسخ‌های نادرست
7 = سؤالات بدون پاسخ

تعداد پاسخ‌های نادرست ـ )3× تعداد پاسخ‌های درست(
3× تعداد کل سؤالات درس مورد نظر

درصد
 ( )× − −

= × ⇒ × ⇒ ×
×

45
15 3 8 45 8100 100 100
30 3 90

 /⇒ × ⇒ =
37 100 3700 41 11
90 1 90

حالا برای اینکه با تأثیر پاسخ‌های نادرست آشنا شوید و بدانید که چرا دبیران شما بارها و بارها تأکید می‌کنند نباید به سؤالاتی که پاسخ آن‌ها 
را نمی‌دانید، جواب دهید، به ادام ۀمطلب توجه کنید.

فرض کنید پس از خواندن این مطلب و آشنایی با تکنیک‌های تست‌زنی، از جواب ‌دادن به سؤالاتی که پاسخ آن‌ها را نمی‌دانید، پرهیز کرده‌اید 
و فقط به همان 15 سؤالی که جواب آن‌ها را بلد بوده‌اید، پاسخ داده‌اید. در این‌ صورت نحو ۀمحاسب ۀنمر ۀخامی ا درصد به شکل زیر خواهد بود:

درصد      × −
= × ⇒ × ⇒ =

×
15 3 0 45 100 4500100 50
30 3 90 1 90    

اختلاف روش اول و دوم     % 8/89 =41/11- 50
همان‌طور که مشاهده می‌کنید، در مرحل ۀدوم بدون آنکه حتیی ک پاسخ درست اضافه کرده باشید، توانستید درصد خود را %8/89  افزایش 

دهید. در نتیجه نباید به سؤالاتی که جواب آن‌ها را نمی‌دانید، پاسخ دهید.

مهندسی معکوس در تست‌زنی 
وقتی مهندسان و صنعتگرانِ کشوری، محصول و کالای ساخته‌شدة کشور دیگری را باز و قطعه‌قطعه 
و از روی آن کپی‌برداری می‌کنند و به دانش و فناوری ساخت آن محصول دست میی‌ابند، مهندسی 
معکوس را اجرا کرده‌اند. روش مهندسی معکوس از صنعت وارد حوزة آموزش شده است. در پاسخگویی 
به سؤالات تستی، وقتی با بررسی گزینه‌ها بتوان به پاسخ درست دست پیدا کرد، از این واژه استفاده می‌شود.
یعنی به‌جای اینکه سؤال موردنظر را حل کنید و به پاسخ درست برسید، برعکس عمل می‌کنید و 
از روی گزینه‌ها به پاسخ درست می‌رسید. برای شناخت بهتر این تکنیک، به مثال‌هایی که در ادامه 

می‌آیند، توجه کنید.
مثال: دمای داخل اتاق 12 درجه بالای صفر و هوای بیرون اتاق 14 درجه سردتر است. به‌ترتیب دمای بیرون اتاق و  میانگین دمای بیرون و 
داخل اتاق، چند درجه است؟                                                                                        	               )نمونه‌دولتی شهر تهران(

4( 2 و 5 3( 2- و 5	 2( 2- و 5-	 1( 2 و 5-	
روش اول حل سؤال: در اینجا با همان روش معمولی و مرسوم سؤال را حل می‌کنید تا به جواب برسید.

روش دوم یا همان مهندسی معکوس: درصورتی‌که پاسخگویی به سؤال، از روش معمولی )روش اول( دشوار و زمان‌بر به‌نظر برسد، می‌توانید 
از این روش استفاده کنید. در این روش باید اول به بررسی تمام گزینه‌‌ها بپردازید و سعی داشته باشید ابتدا گزینه‌های نادرست را حذف کنید 

تا انتخاب »پاسخ درست« آسان‌تر شود. در مرحلة بعدی پاسخ درست را از بین گزینه‌های باقی‌مانده بیابید.
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در مورد سؤال فوق، چون دمای بیرون اتاق 14 درجه بوده و از دمای درون اتاق که 12 درجه است، سردتر است، پس دمای بیرون اتاقی ا 
به عبارت بهتر، عدد اول هر گزینه باید حتماً »منفی« باشد. به این ترتیب گزینه‌های‌ 1 و 4 حذف می‌شوند. حالا باید پاسخ درست را از بین 

گزینه‌های 2 و 3 جست‌وجو کنیم.
چون دمای بیرون 14 درجه بوده و سردتر از دمای داخل اتاق )12( است، پس دمای بیرون اتاق 2- است. حالا بای ک محاسبة ساده، میانگین 

) در نتیجه گزین ۀ»3« پاسخ درست است. ( )+ − = ⇒ ÷ =12 2 10 10 2 5 این دو به‌ دست می‌آید.
دقت کنید که طراح سؤال به شکل ماهرانه‌ای گزینه‌های 2 و 3 را شبیه به هم طراحی کرده‌ است تا دانش‌آموزان عجول و بی‌دقت به اشتباه 
بیفتند. به گزینة نادرستی که بسیار به گزینة درست شبیه باشد، »گزینة‌ دام« می‌گوییم. گزینة دام در این سؤال گزینة »2« است. البته طراح 

سؤال برای جلوگیری از پاسخگویی شانسی، گزینه‌های 1 و 4 را نیز شبیه به هم طراحی کرده است.
به مثالی دیگر توجه کنید.

2 به روش گرد کردن با تقریب کمتر از 0/01 چقدر است؟                                    )نمونه‌دولتی شهر تهران(
3
مثال: مقدار تقریبی کسر 

0/67 )4 	0/666 )3 	0/66 )2 	0/6 )1
چون سؤال گفته است با تقریب )0/01(، با بررسی هر چهار گزینه مشخص می‌شود که گزینه‌های 1 و 3 نادرست‌اند و پاسخ درست باید بین 

گزینه‌های 2 و 4 باشد. حال، کدام گزینه با تقریب کمتر از 0/01 گرد شده است؟ )0/66ی ا 0/67( 
بای ک محاسبة ساده‌ می‌توان دریافت که گزینة 4،ی عنی 0/67، پاسخ درست است.

آموزش تکنیک بعلاوه منها )+ -( یا مدیریت زمان��
تکنیک بعلاوه منها )+-( به شمای اد می‌دهد که چگونه از فرصت آزمون، خوب و مفید استفاده کنید. 
این تکنیک برای آن است که دانش‌آموز بتواند زمان محدود خود را در جلسة آزمون مدیریت کند تا با 
کمبود وقت مواجه نشود. بسیاری از دانش‌آموزان به ‌دلیل اینکه وقت زیادی روی سؤال‌های درس اول 
می‌گذارند، وقتی به سؤال‌های درس‌‌های آخر می‌رسند، متوجه می‌شوند که زمانشان به پایان رسیده 
است و مراقبان در حال جمع‌آوری پاسخبرگ‌ها هستند؛ درحالی‌که هنوز به تعداد زیادی از سؤالات، 
پاسخ نداده‌اند.ی عنی وقت خود را بیهوده صرف سؤالاتی کرده‌اند که شاید پاسخشان هم درست نباشد. 
در نتیجه فرصت پاسخگویی به سؤالاتی که پاسخشان را بلد بوده‌اند، را از دست داده‌اند. تکنیک )+ -( 
می‌تواند جلوی این مشکل را بگیرد و به دانش‌آموز کمک کند که »زمان« را مدیریت کند تا بتواند به 

سؤالات هم ۀدروس پاسخ بدهد.

تکنیک بعلاوه منها )+ -( را چگونه اجرا کنیم؟��
به‌طورکلی سؤالات هر آزمون را می‌توان به سه گروه زیر تقسیم کرد: 

1 سؤالاتی که پاسخ آن‌ها را می‌دانیم.

2 سؤالاتی که پاسخ آن‌ها‌ را نمی‌دانیم. )سؤالات دشوار(.

را پیدا کنیم.  اگر وقت بیشتری روی آن‌ها بگذاریم، می‌توانیم پاسخشان  سؤالاتی که   3

)سؤالات زمان‌بر(
مثال: تصویر سمت چپ، سؤالات 1 تا 5 ریاضی را در دفترچة سؤالات آزمون نشان می‌دهد. 
فرض کنید دانش‌آموزی پاسخِ سؤال‌های 1 و 4 را می‌داند؛ بنابراین ابتدا باید به این سؤالات 

پاسخ می‌دهد. 
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اما اگر پاسخِ سؤال 3 را نداند و جواب دادن به آن‌ برایش دشوار باشد، بهتر است وقت خود را‌ تلف نکند و همانطور که در تصویر سمت چپ 
مشاهده می‌شود، باید دور شمارة این سؤال،‌ در دفترچة سؤالات آزمون‌،ی ک دایره بکشد، سمت راست آن‌ علامت منها )-( قرار دهد و به سراغ 
سؤالات بعدی برود. اگر دانش‌آموز بخواهد به این سؤالات پاسخ بدهد، وقت زیادی از او گرفته خواهد شد و ممکن است حتی به پاسخ درست 
هم نرسد. پاسخ دادن به سؤالات 2 و 5 در نگاه اول ممکن به‌نظر می‌رسد، اما به وقت زیادی نیاز دارند. در برخورد با این نوع سؤالات هم نباید 
وقت زیادی صرف کرد. پس باید دور این نوع سؤالات هم دایره کشید و در سمت راست آن علامت )+( قرار داد. معنی علامت )+( این است: 
»من فعلًا نمی‌خواهم به این سؤال‌ پاسخ بدهم؛ چون وقت زیادی می‌خواهد، اما در پایان آزمون اگر وقت اضافه آوردم، به سراغ آن خواهم آمد«.
در نرم‌افزار آزمون‌ساز فوق‌پیشرفتة لوح برتر علامت )+(ی ا )-( در زیر هر سؤال قرار داده شده است و با کلیک روی آن‌، علامت مذکور پررنگ‌تر 
خواهد شد و شما می‌توانید در پایان آزمون با مشاهدة کارنامة خود، از نتیجة آن مطلع شوید. در کارنامة مذکور نتیجة پاسخگویی به این نوع 
سؤالات نیز برایتان نمایش داده‌ می‌شود. باید در آزمون‌هایی که از خودتان می‌گیرید، آن‌قدر از این تکنیک استفاده کنید که در جلسة آزمون 

اصلی بتوانید به‌سادگی آن را اجرا و زمان را مدیریت کنید تا بتوانید به سؤالات همة دروس پاسخ بدهید.
خلاصة تکنیک بعلاوه منها این است که ابتدا به سؤالاتی که پاسخ آن‌ها را می‌دانید، جواب می‌‌دهید و بقیة سؤالات را علامت‌گذاری )+ی ا -( 
‌می‌کنید. سپس در پایان آزمون و بعد از پاسخ دادن به آخرین سؤال، بازمی‌گردید و ابتدا به سراغ سؤالات زما‌ن‌بر که با علامت )+( مشخص 
شده‌اند، می‌روید و در مرحلة پایانی، درصورتی‌که فرصتی باقی‌مانده باشد، به سراغ سؤالات دشوار )-( می‌روید و به آن‌ها نیز پاسخ می‌دهید. 
در پاسخ‌ دادن به سؤالات منهادار )-( باید دقت زیادی داشته باشید؛ چون ممکن است جواب آن‌ها منفی شود. اگر از پاسخِ درست، مطمئن 

بودید، آن را علامت بزنید. در غیر این ‌صورت پاسخ ندادن به این نوع سؤالات به نفع شماست.

در تکنیک منها )-( دور سؤالات دشوار دایره می‌کشیم و سمت راست آن، علامت منها )-( قرار می‌دهیم.

در تکنیک بعلاوه )+( دور سؤالات زمان‌بر دایره می‌کشیم و سمت راست آن، علامت بعلاوه )+( قرار می‌دهیم. 

نکات کلیدی و مهم در پاسخگویی به سؤالات چهارگزینه‌ای یا تستی

1 به خدای مهربان و توانا توکل کنید؛ زیرا هرچه که بخواهد، همان خواهد شد.
2 با برنامه درس بخوانید و در کارتان تلاش و جدیت داشته باشید.

3 در پاسخگویی به سؤالات عجله نکنید. اگر پاسخ سؤالی را نمی‌دانید، با حفظ آرامش به سراغ سؤال بعدی بروید.
4 در جلسة آزمون تلاش کنید که آرامش خود را حفظ نمایید. به یاد داشته باشید که اگر سؤالات درس خاصی سخت باشد، 

این سختی برای همة دانش‌آموزان است و نباید نگران نتیجة آزمون باشید.  
5 تمام گزینه‌‌های هر سؤال را بادقت بخوانید؛ شاید آخرین گزینه، کامل‌تر از بقیة گزینه‌ها باشد.

دفترچة سؤال  داخل  ابتدا  را  دانش‌آموزان جواب سؤالات  از  برخی  بزنید.  پاسخ‌برگ علامت  در  بلافاصله  را  پاسخ سؤالات   6

مشخص می‌کنند و در پایان آزمون، جواب‌ها را به داخل پاسخ‌برگ منتقل می‌کنند. این کار بسیار خطرناک است؛ چون اولًا 
وقتتان بیشتر تلف می‌شود، ثانیاً اگر پاسخ یک سؤال جابه‌جا شود، تمام پاسخ‌های بعد از آن سؤال نیز جابه‌جا خواهند شد.

7 از تکنیک‌های »مهندسی معکوس« و »بعلاوه ـ منها« در آزمون‌هایی که در منزل از خودتان می‌گیرید، استفاده کنید تا در 
اجرای آن‌ها در جلسة آزمون اصلی، مهارت لازم و کافی را پیدا کنید.

8 بعد از پاسخ‌ دادن به هر ده سؤال، یک ‌بار، شمارة سؤالات پاسخبرگ را با شمارة سؤالات دفترچة سؤال مطابقت دهید و از 
جابه‌جا نشدن پاسخ‌های خود مطمئن شوید.
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9 با استفاده از نرم‌افزار آزمون‌ساز فوق‌پیشرفته‌ای که در اختیار دارید، مهارت‌های تست‌زنی خود را افزایش دهید و تلاش 
کنید تا در هر آزمون، تعداد پاسخ‌های اشتباهتان را در مقایسه با آزمون‌های قبلی کاهش دهید. در ابتدا سعی کنید بیشتر از 
آزمون‌های مبحثی و درس به درس استفاده کنید؛ اما در چند هفتة باقی‌مانده تا آزمون اصلی، از آزمون‌های جامع استفاده 

کنید.
10 اگر پاسخ سؤالی را نمی‌دانید، هرگز به آن جواب ندهید.

11 در جلسة آزمون، ساعت به همراه داشته باشید و بعد از پاسخ‌ دادن به هر 10 سؤال، به ساعت خود نگاهی بیندازید و تلاش 
کنید زمان باقی‌مانده را به‌خوبی بین سؤالات درس‌های مختلف تقسیم کنید. برای مدیریت زمان، تکنیک بعلاوه منها )+ -( 

را فراموش نکنید. 
12 از اتِود )مداد نوکی( برای پاسخ‌ دادن به سؤالات استفاده نکنید. مداد مشکی نَرم، بهترین وسیله برای پاسخ‌ دادن به سؤالات 

است.
13 یک عدد مدادتراش و یک عدد پاک‌کن خوب، همراه داشته باشید.

14 دعای پدر و مادر سرمایۀ خوبی برای کمک خداوند متعال به شماست.
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دانش‌آموز گرامی! می‌توانید از این پاسخ‌برگ تمرینی، به تعداد دلخواه تکثیر کنید و برای پاسخ‌ دادن به سؤال‌ها از آن استفاده کنید. با مداد 
مشکیِ نرَم، خانه‌ها را به‌طور کامل پر کنید. برای درصد‌گیری بخش تکنیک‌های تست‌زنی را مطالعه کنید.

پاسخ‌برگ سؤالات تستی انتشارات لوح برتر
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مفهوم مجموعه‌ها
مبحث اول

مجموعه ها
صل 1

مفهوم مجموعه، مانند نقطه و خط، بسیار بدیهی و پایه‌ای بوده و برای آن تعریفی ارائه نمی‌کنند، ولی می‌توان گفت:ف
مجموعه در ریاضی برای بیان و نمایش دسته‌ای از اشیا به‌کار می‌رود که:

1 مشخص باشند. )عضو بودنشان واضح باشد.(
2 متمایز )غیرتکراری( باشند.

       اینکه تعداد عضوها بی‌شمار و نام بردن همة آن‌ها سخت یا غیرممکن باشد، مجموعه بودن را نقض نمی‌کند ولی مبهم بودن ویژگی‌ها و بیان 1
صفت‌های تقریبی و نسبی که نظرات را در مورد اعضا متفاوت و سلیقه‌ای می‌کند، ناقض مجموعه بودن است.

 کدام‌یک از موارد زیر، یک مجموعه را مشخص می‌کند؟
مثال

1 

الف ستارگان کهکشان راه شیری:
ب شعرای معاصر ایران:

ج 5 نفر از دانشمندان فیزیک هسته‌ای:
د اعداد طبیعی نزدیک به 17:

هـ دنبالة اعداد طبیعی با فاصله‌های متوالی 6 واحد:
و مجذور کامل‌های طبیعی:

ز اعداد نامثبت نامنفی:
ح چهار عدد اول یک رقمی:
ط اعداد صحیح بین 1 و 2:

 بی‌شمارند ولی تعریف ستاره وک هکشان راه شیری مشخص است.

 بسیارند ولی تعریف شاعر و معاصر مشخص است.

ک دام 5 تا؟! انتخاب این 5 نفر سلیقه‌ای است.

 چند عدد طبیعی؟ چند واحد اختلاف را نزدیکی می‌دانیم؟

 از چند شروع شود؟ ... و 13 و 7 و 1ی ا ... و 1۴ و 8 و 2ی ا ...

 مشخص است ... و 1۶ و 9 و ۴ و 1

 مشخص استک ه فقط عدد صفر این ‌گونه است.

ک لاً ۴ عدد اول کی رقمی داریم: 7 و ۵ و 3 و 2

 مشخص استک ه شامل هیچ عددی نیست. )مجموع ةتهی(

یا »،«  2 آن‌ها »و«  بین  و  داده  قرار  را داخل}آکولاد{  اعضای مجموعه  نام‌گذاری می‌کنیم.  انگلیسی  بزرگ  با حروف  را  مجموعه‌ها    معمولاً 
E ={ , , , ,...}2 4 6 8 می‌گذاریم؛ مثلًا:                                                                                                                              

3{ , , } { , , , , , }2 3 4 3 2 3 4 4 2=       جابه‌جایی عضوها و تکراری نوشتن عضوها، مجموعه را تغییر نمی‌دهد. مثلًا:	 
} = مجموعة حروف عبارت »منم ممنون نام تو« ت، ا ، و ، ن ، م }

ولی در مجموعه‌هایی که بی‌شمار عضو دارند و یا در آن‌ها از سه نقطه )...( استفاده می‌کنیم، رعایت ترتیب اعضا برای حفظ الگو و رابطة بین آن‌ها 
لازم است.

} مجاز نیست. , , , , ...}12 9 3 6 } به شکل , , , , ...}3 6 9 12  نوشتن مجموعۀ
مثال

2 
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انواع مجموعه
چند مجموعة عددی معروف

E: زوج ={ , , , ,...}2 4 6 O: فرد8 ={ , , , ,...}1 3 5 7

W:حسابی = { , , , ,...}0 1 2 : طبیعی3 ={ , , , ,...}1 2 3 4
: صحیح

 = − −{..., , , , , ,...}2 1 0 1 2

 :مجموعۀ اعدادی که کسری یا قابل تبدیل به کسر باشند :گویا
 == ∈ ≠













a
b
a b b| , ,�
� ���� ����

� ��� ���0
صورت و مخرج صحیح

مخرج ناصفر

: حقیقی = c(: گنگ )اصم( همة اعداد  ′ )یا  = اعدادی که گویا نباشند
)مجموعة عددهای گنگ و حقیقی، در فصل 2 کامل معرفی خواهند شد.(

عدد اصلی
( نمایش می‌دهیم. A n )یا A( ) تعداد عضوهای مجموعة A را عدد اصلی آن مجموعه گوییم و با

A ={ , , , }11114 5 ⇒ =n A( ) ۴ مثال 	 

3 

B = ⇒
+ +
{ , , ,..., }7 11 15 87

4 4
 تعداد

اولی – آخری
فاصل ةمتوالی

= + =
−

+ = =⇒1 87 7
4

1 21 21n B( )

C = + + +{ , , ,..., }2 1 2 2 2 3 215 15 15 16 ⇒ ⇒ ⇒= × = + = + + + +2 2 2 2 2 2 12 22 3 2 216 15 1 15 15 15 15 15 15 15C n C{ , , ,..., } ( ) ==215

مجموعة یکانی
مجموعه‌ای که یک عضو دارد.

مجموعة متناهی
مجموعه‌های با پایان که تعداد عضوهای محدودی دارند را متناهی گوییم.

مجموعة نامتناهی 
مجموعه‌های بی‌پایان که بی‌شمار عضو دارند را نامتناهی مي‌گوییم و معمولاً در ابتدا یا انتهای این مجموعه از »...« استفاده می‌شود.

مثال متناهی یا نامتناهی بودن مجموعه‌های زیر را مشخص کنید.

4 
الف مجموع ۀمورچه‌های کرۀ زمین: متناهی، بسیارند ولی تعدادشان محدود است.

}: متناهی , , , ..., }1 3 5 9067 ب مجموعۀ

ج مجموع ۀاعداد اول: نامتناهی

{ , , , , , ,..., }12 4 5 810 1000 د مجموع ۀشمارنده‌های عدد 1000: متناهی،

{ , , ,...}10000 110000 210000 3× × × هـ مجموعة مضرب‌های طبیعی عدد 10000: نامتناهی:

      برای یافتن ‌n امُین عضو مجموعه، الگوی میان شمارة اعداد و خود اعداد را می‌یابیم، یعنی باید بفهمیم چگونه می‌توان شمارة ترتیب را به 4

خود عضو تبدیل کرد.
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مثال بیستمین عدد دنباله را بیابید.

5 
الف    A ={ }4 10 16 22, , , ,... 	

شماره 1 2 3 ... 20

عدد ۴ 10 16 ... 118

الگو 6 1 2× −( ) 6 2 2× −( ) 6 3 2× −( ) ... 6 20 2× −( )

ب  B ={ }1 8 27 64, , , ,... 	

شماره 1 2 3 4 ... 20

عدد 1 8 27 64 ... 8000

الگو ( )1 3 ( )2 3 ( )3 3 ( )4 3 ... ( )20 3

ج  C ={ }3 6 12 24, , , ,... 	

شماره 1 2 3 ... 20

عدد 3 3 20= × 6 3 21= × 12 3 22= × ... 3 219×

الگو 3 21 1× −( ) 3 22 1× −( ) 3 2 3 1× −( ) ... 3 220 1× −( )

مجموعة تهی
∅∅ نشان می‌دهیم. } یا  } مجموعه‌ای که عضوی ندارد را تهی نامیده و با 

 

} یکانی بوده و تهی نیستند.5 }0 }} و }} ،{ }∅ هرچه داخل آکولاد اصلی باشد، عضو مجموعه است. پس مجموعه‌های

مثال مجموعه‌های زیر تهی می‌باشند. 

6 
ب مجموعة مجذور کامل‌هایی که یکانشان 7 باشد. 		 الف مجموعة اعداد یک رقمی بزرگتر از 14.

د مجموعة شمارنده‌های مرکب عدد 101. 			  ج مجموعة اعداد اول بین 90 و 97.

      ممکن است اعضای مجموعه، خودشان مجموعه باشند. برای تشخیص تعداد عضوها باید توجه داشت هر آکولادی که باز می‌شود، تا جایی 6
که بسته می‌شود یک عضو را مشخص می‌کند.

مثال مجموعه‌های زیر چند عضو دارند؟

7 
الف  A ={ }{ }, ,{ },{ , }, ,{ , },{ , },{ , },{ , , }1 1 0 10 0 00 0 1 1 1 0 1 0 ⇒⇒ اعضا :{}, ,{ , }, ,{ } ( )1 1 10 0 0 5⇒ =n A

ب  B ={ }⇒{ , , ,..., },{ }1 2 3 19 اعضا :{ , ,..., },{ } ( )12 19 2⇒ =n B

ج  C ={ }⇒{ , ,{ , , },{ , }}3 4 3 4 5 7 0 : اعضا , ,{ , , },{ , } ( )3 4 3 4 5 7 0 1{ } =⇒ n C

∌∌ استفاده می‌کنیم.7 ∋∋ و برای عضو نبودن )عدم عضویت( از نماد برای نمایش عضو بودن در مجموعه از نماد
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A داریم: = { } { }{ }01 01 1, , , , در مجموعة 

0∈A ، 1∈A ، 0 1,{ }∈A ، 1{ }∈A 	 0{ }∉A ، 1{ }{ }∉A ،{ }∉A ، 1 2,{ }∉A 	

بسته بودن مجموعه نسبت به یک عمل

مجموعة A نسبت به یک عمل بسته است، به شرط اینکه حاصل این عمل روی هر دو عضو دلخواه A )حتی تکراری(، عضوی از A باشد.
برای نشان دادن بسته نبودن، آوردن یک مثال نقض کافی است.

B نسبت به کدام‌یک از چهار عمل اصلی بسته است؟ == −−{{ }}1 0 1, , مثال

8 
− × = ∈
− ×− = ∈
1 0 0
1 1 1

B
B
     

− × = − ∈
× = ∈
1 1 1
0 0 0

B
B

  
0 1 0
1 1 1
× = ∈
× = ∈




⇒

B
B

پاسخ: 	  B نسبت به ضرب بسته است

( ) ( )1 1 2+ = ∉B و  ( ) ( )1 1 2− − = ∉B                                				    B نسبت به جمع و تفریق بسته نیست، زیرا:

1− معنا ندارد(
0
و نسبت به تقسیم بسته نیست، زیرا تقسیم بر صفر تعریف نشده است. )

مثال مجموعة اعداد گویا نسبت به کدام‌یک از چهار عمل اصلی بسته است؟

9 
 نسبت به جمع و تفریق و ضرب بسته  پاسخ: حاصل‌جمع، حاصل‌تفریق و حاصل‌ضرب هر دوک سر دلخواه،ک کی سر )عدد گویا( است، لذا 

است. )ولی تقسیم بر صفر تعریف نشده است(

مثال مجموعة اعداد مجذور کامل طبیعی نسبت به یکی از چهار عمل اصلی بسته است. آن را بیابید.

10 

A:مجموع ةمجذورک امل‌های طبیعی = { }12 22 32, , ,... ی ا x x2 ∈{ } پاسخ: 	

x A y A x y x y A

A A A

2 2 2 2 2

2 2 2 2 25 7 5 7 35

∈ ∈ ⇒ × = × ∈

∈ ∈ ⇒ × = ∈






⇒

, ( )

,
نسبت به ضرب بسته است

E نسبت به عمل * بسته است؟ == { , }0 1 a. آیا مجموعة b ab* == مثال عمل * را به این شکل تعریف می‌کنیم که1++

11 
0 1 0 0 0 0 0 0
1 0 1 1 1 1 1 1

1 1 0 1

0 1 1 1
* , *

* , *

= = ∈ = = ∈

= = ∈ = = ∈






⇒

+ +

+ +

E E

E E
E نسبت به * بسته است.  پاسخ: 	

نمودار وِن
ارتباط و اشتراک مجموعه‌ها، عضوهای هر مجموعه را داخل یک خط بسته )به شکل دلخواه( قرار  برای نمایش دادن ساده و ملموس‌تر مجموعه‌ها و 

می‌دهیم. این را نمایش مجموعه با نمودار وِن می‌گویند.

مثال با توجه به نمودار وِن زير داریم:

12 
A = { , , , }5 6 7 8 ، B = { , }6 7 ، C = { , , }7 8 9                                               

مجموعه‌های مساوی
.A B= اگر تمام اعضای A و B یکسان باشند )هم تعداد و هم خود اعضا( می‌نویسیم

مثلاً



Smart 9آموزش پیشرفتۀ ریاضی تیزهوشان و نمونه دولتی نهم

20

صل 1
ف

مجموعه‌ها

}، مقدار x و y چند است؟ , } { }x x y++ == −−5 2 2 3 مثال اگر داشته باشیم

13 
2 مساوی با 2 هستند. 3x y− x و  + 5 پاسخ: مجموع ةسمت راست کی عضو دارد، پس مجموع ةسمت چپ نیز باید کی عضو داشته باشد، لذا 

x x+ = = − = −⇒5 2 2 5 3 2   و    3 2 2 3 3 2 6 3 2 8
3

x y y y y− = − − = − − = =
−

⇒ ⇒ ⇒( ) 	

x چه اعدادی می‌تواند باشد؟ y++ } باشد، حاصل , , } { , , }1 2 3 1

1 2
3

2 3==
−−

x y مثال اگر 

14 

2 3 12x y, ,{ } = { } ، لذا  1

1 2
3

1
1
3

3
−

= = پاسخ: از آنجاییک ه 

2 1 1
2

3 2 2
3

1
2

2
3

7
6

x x

y y
x y

= =

= =










+ = + =
⇒

⇒
⇒ ي   ا   

2 2 1

3 1 1
3

1 1
3

4
3

x x

y y
x y

= =

= =






+ = + =

⇒

⇒
⇒ 	

هم‌ارز
[ ( ) ( )]n A n B= دو مجموعة A و B هم‌ارزند، هرگاه تعداد عضوهایشان برابر باشد.	  

.n A n B( ) ( )== == 2 B هم‌ارزند زیرا == { , , , , }0 0 1 0 1 A و == { , }5 6 مثال دو مجموعة

15 

هم‌ارز بودن با مساوی بودن مجموعه‌ها فرق دارد، زیرا در هم‌ارزی قرار نیست خود عضوها كيسان باشند.8

زیرمجموعه و تعداد آن‌ها

A. برای نمایش زیرمجموعه  B⊆ اگر تمام اعضای مجموعة A در مجموعة B نیز باشد )A داخل B(، گوییم A زیر مجموعة B است و می‌نویسیم
⊇⊇ استفاده می‌کنیم. نبودن از

A B⊆A B⊆B A⊆A B⊆

مثال دربار ةمجموعه‌های معروف عددی داریم:

16 

1
2
3

-1
-2
-3

2/716

4/383838...
π=3/14159...
0/121121112...

⇒
0

3
5-

25

2
3
5

 =

 =

′
 =

′
 =

� �W

� �W
� �W

′ ⊆� �
 ⊆ W

  
⊆ ⊆ ⊆� � �

    و   
′ ⊆� �

          

T می‌توان نوشت: == { , , }5 7 11 W و  == { , , , , }5 6 7 10 11 S و  == { , }5 11 مثال اگر

17 
S T⊆  ،S W⊆  ،T W⊆                          T S⊆  ،W S⊆  ،W T⊆ 	

    حقیقی          گنگ            حقیقی          گویا           صحیح         حسابی      طبیعی
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9)A B= B نتیجه می‌شود که  A⊆ A و  B⊆ A. )یعنی از  B= A قابل جابه‌جایی نیست، مگر آنکه  B⊆

10A A⊆   ، ⊆    ، F F⊆   ،∅⊆{ } هر مجموعه، زیرمجموعة خودش است.	

11
∅⊆ B   ،{ }⊆ ′

   ،∅⊆∅ مجموعة تهی، زیرمجموعة همة مجموعه‌هاست.	

A را مشخص کنید و 7 تا از زیرمجموعه‌های آن را بنویسید. == {{ }} {{ }}{{ }}0 1 0 1 1, , , , مثال عضوهای مجموعة

18 

اگر یک یا چند عضو را داخل یک آکولاد بنویسیم، زیرمجموعه ایجاد می‌شود.12

		 ∋0پاسخ:  A  ،1∈ A  ،{ , }01 ∈A  ،{}1 ∈A
		{ }0 ⊆ A  ،{}1 ⊆ A  ،{{ , }}01 ⊆ A  ،{{}}1 ⊆ A
		{ , }01 ⊆ A  ،{ ,{ , }}0 01 ⊆ A  ،{ ,{}} , ,0 1 ⊆ ∅ ⊆ ⊆A A A A    ... و

مثال مجموعه‌ای چهارعضوی بنویسید که هر عضوش، زیرمجموعه‌اش نیز باشد.

19 

هموارهپاسخ:

A

A
A A
A A
A

= ∅ ∅ ∅ ∅{ }

∅ ⊆
∅∈ ∅ ⊆
∅ ∈ ∅ ⊆
∅ ∈

⇔
⇒
⇒
⇒

,{ },{{ }},{{{ }}}
{ }

{ } {{ }}
{{ }} {{{{ }}}∅ ⊆









A

زیرمجموعة محض
تمام زیرمجموعه‌های هر مجموعة غیر تهی، جز خودش، زیرمجموعه‌های محض )سرة( آن مجموعه‌اند.

زیرمجموعة بدیهی
∅∅ و خود هر مجموعه را زیرمجموعه‌های بدیهی آن مجموعه گویند.

13
            .C A⊆ C نتیجه می‌شود که  B⊆ B و  A⊆ زیرمجموعة زیرمجموعة A، زیرمجموعة A است، یعنی از 

مثال زیرمجموعه‌های مجموعه‌های زیر را بنویسید.

20 

برای آنکه زیرمجموعه‌ای از قلم نیفتد، به‌ترتیب، زیرمجموعه‌های صفر عضوی )تهی(، یک عضوی، ... و n عضوی )خود مجموعه( را می‌نویسیم.14
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پاسخ: 

⇒  کی زیرمجموعه  ( }:0  عضوی20( الف{  A =∅⇒

⇒ ) دو زیرمجموعه )21
}:0عضوی }

ب   B ={ }⇒9
1عضوی 9:{ }

⇒ ) چهار زیرمجموعه )22
}:0عضوی }

ج  C ={ }⇒5 8, 1عضوی 5:{ } } و  }8
2عضوی 5 8:{ , }

⇒ ) هشت زیرمجموعه )23

}:0عضوی د{  
D ={ }⇒4 5 6, ,

 

1عضوی 4:{ } } و  }5 } و  }6

2عضوی 4 5: ,{ } }و , }4 6 }و , }5 6
عضوی 3 4 5 6:{ , , }

.2n نتيجه: تعداد زیرمجموعه‌های هر مجموعة n عضوی برابر است با

2n A A( ) = تعداد زیرمجموعه‌های 

)2 646 = 2 زیرمجموعه است و مجموعه‌ای که 64 زیرمجموعه دارد 6 عضو دارد. )زیرا  2568 = مثال مجموعه‌ای که 8 عضو دارد، دارای

21 

52} چند زیرمجموعه دارد؟ } و  }25 50 و 
2

}} و  }}25 مثال مجموعة{250 و

22 

5 50
2

2 =  ،{ }25  ،{{ }}25  ،25 10 = 4 عضو دارد:  پاسخ: 	
2 زیرمجموعه دارد. 164 = در نتیجه

مثال تعداد زیرمجموعه‌های محض یک مجموعه 63تا است. آن مجموعه چند عضو دارد؟

23 

15
2 است. 1n − 2n زیرمجموعه، تعداد زیرمجموعه‌های محض با توجه به حذف یک زیرمجموعه از بین

2 1 63 2 64 26 64n n− = =  →⇒ = 6 عضو پاسخ: 	

82. مقدار n را بیابید. 3n−− n عضوی برابر است با ++ مثال تعداد زیرمجموعه‌های یک مجموعة1

24 
تعداد زیرمجموعه‌ها = =+ −2 81 2 3n n پاسخ: 	

2 2 2 2 1 6 9 21 3 2 3 1 6 9n n n n n n n+ − + −= = + = − =⇒ ⇒ ⇒( )

 یک مجموعة 9 عضوی چند زیرمجموعه با تعداد اعضای فرد دارد؟
مثال

25 

به‌جز تهی، در تمام مجموعه‌ها،‌تعداد زیرمجموعه‌های فرد عضوی با تعداد زیرمجموعه‌های زوج عضوی برابر است. )با این فرض که تهی را جزء 16
زیرمجموعه‌های زوج عضوی در نظر بگیریم(

2 2 2 2569 8÷ = =  پاسخ: نصف تعداد زیرمجموعه‌ها، فرد عضوی هستند:	
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n عضوی، زیرمجموعه دارد؟ −− 3 n عضوي چند برابر یک مجموعة ++ مثال يک مجموعة2

26 
( )2 2 22 3 5n n+ −÷ = ⇒ نسبت تعداد زیرمجموعه‌ها = = ⇒2 325 32 برابرش زیرمجموعه دارد.  پاسخ: 	

مثال با افزودن یا کاستن m عضو،‌ تعداد زیرمجموعه‌ها چه تغییری می‌کند؟

27 
⇒ک اهش کی عضو    و    2×⇒ افزودن کی عضو ÷2 پاسخ: 	

 افزودن m عضو
بار

⇒× × × × = ×2 2 2 2...
m

m
� ����� ����� ⇒ک اهش m عضو    و  ÷ ÷ ÷ ÷ = ÷2 2 2 2...

m

m
� ������ ������

بار

3 عضو است. تعداد زیرمجموعه‌های A چند برابر B است؟ 13 2n n−− ++ n عضو و مجموعة B دارای n( )++ −−3 مثال مجموعة A دارای6

28 
: اختلاف اعضا ( )n n n n n n n n2 2 2 23 6 3 13 3 6 3 13 7+ − − − + = + − − + − = پاسخ: 	
نسبت تعداد زیرمجموعه‌ها :2 1287 = ⇒ A ، 128 برابر B ، زیرمجموعه دارد.

مثال عضوی به مجموعة A اضافه کردیم، 128 تا به زیرمجموعه‌هایش اضافه شد. A چند عضو داشته است؟

29 
روش اول با افزودن کی عضو، تعداد زیرمجموعه‌ها دو برابر می‌شود،ی عنی 128 تا داشته و 128 تا به آن اضافه شده است. پاسخ: 

128زیرمجموعه 27= ⇒ 7 عضو داشته است.

2از 2n فاکتور بگیر 2 128 2 2 1 128 2 128 71 1n n n n n+ − =  → − = = =⇒ ⇒( )                    				    روش دوم 

مثال اگر به یک مجموعة n عضوی سه عضو بیفزاییم، 112 تا به زیرمجموعه‌هایش اضافه می‌شود. n چند است؟

30 
2n فاکتور می‌گیریم. 2n برابر با 112 است. از 2 و 3n+ پاسخ: اختلاف تعداد زیرمجموعه‌های عنی اختلاف

2 2 2 2 1 112 2 7 112 2 112
7

163 3n n n n n+ − = − = × = = =⇒ ⇒( ) ⇒ =n 4

مثال چند زیرمجموعه از اعداد طبیعی یک رقمی می‌توان نوشت که شامل مجذور کامل‌ها باشد، ولی اعداد 2 و 3 در آن نباشد.

31 
پاسخ: در واقع باید از 9 تا کی رقمی، عددهای 1 و 4 و 9 و نیز 2 و 3ک ه تکلیفشان مشخص است راک نار بگذاریم و با چهار عدد بقیه 

بسازیم. زیرمجموعه 
2 2 169 5 4− = =

مثال یک مجموعة n عضوی چند زیرمجموعه دارد که شامل p عضو خاص باشند و q عضو خاص در آن‌ها دیده نشوند؟

32 

p عضوک ه تکلیف بودنی ا نبودنشان در زیرمجموعه مشخص است راک نار بگذاریم و با باقی ماندة عضوها  q+ پاسخ: در واقع از n عضو باید
2n است. p q− +( ) n زیرمجموعه بسازیم. لذا تعداد این زیرمجموعه‌ها p q− +( )( )

؟ یعنی: ( ) ( )A B X A B∩ ∪⊆⊆ ⊆⊆ B باشد، چند مجموعة X می‌توان نوشت که: == {{ }}4 5 10, , ..., A و == {{ }}1 2 3 7, , , ..., مثال اگر

33 

{ , , , } { , , ,..., }4 5 6 7 12 3 10⊆ ⊆X پاسخ: 	
2 2 6410 4 6− = =  	 64 مجموعه با ویژگی X می‌توان نوشت:

} را می‌خواهدک ه حتماً شامل 4 و 5 و 6 و 7 باشند. , ,..., }12 10 تعداد زیرمجموعه‌هایی از
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} که کوچکترین عضوشان 5 باشد، چقدر است؟ , , , ..., }2 3 4 12 مثال تعداد زیرمجموعه‌هایی از 

34 
2 2 12811 1 3 7− + = =( )        			   پاسخ: یعنی شامل 5 باشد ولی شامل 2 و 3 و 4 نباشد. )از 11 عدد 4 تاک نار می‌روند(

} مجموع کوچکترین و بزرگترین عضو 29 است؟ , , , ..., }10 11 12 20 مثال در چند زیرمجموعه از

35 
) باشد و سایر عضوها  , )1415 ) و  , )1316  ، ( , )1217  ، ( , )1118  ، ( , )1019 پاسخ: زیرمجموعۀ موردنظر باید شاملی کی از عضوهای اول و آخرِ

2 حالت را شامل می‌شوند،ی عنی در مجموع  10 = 2 و  42 =  ،2 164 =  ،2 646 =  ،2 2568 = فقط از بین آن دو عدد انتخاب شوندک ه به ترتیب 

341 حالت )زیرمجموعه( را شامل می‌شود.

} چند زیر مجموعة دوعضوی دارد؟ , }, , ,{ },{ , ,{ }}1 5 1 5 1 5{{ مثال مجموعة{{

36 
5 زیرمجموع ة2 عضوی دارد. 4

2
10×
= پاسخ: این مجموعه شامل 5 عضو متمایز استک ه زیر آن‌ها خطک شیده‌ایم. لذا طبق نکتۀ )18(،

  
n )انِ فاکتوریل( داریم:17 n! ...= × × × ×1 2 3      با دانستن آنکه 

n
n

n n!
!( )!

( )
2 2

1
2−

=
−  تعداد زیرمجموعه‌های دو عضوی از یک مجموعة n عضوی:	   

n
n

n n n!
!( )!

( )( )
3 3

1 2
1 2 3−

=
− −
× ×

 تعداد زیرمجموعه‌های سه عضوی از یک مجموعة n عضوی:	 

                 n
k n k

n n n n k
k

!
!( )!

( )( )...( )
−

=
− − − +
× × × ×
1 2 1
1 2 3 

 تعداد زیرمجموعه‌های k عضوی از یک مجموعة n عضوی:                                        

مثال یک مجموعة 10 عضوی چند زیرمجموعة 4 عضوی دارد؟

37 
10

4 10 4
1 2 3 10

1 2 3 4 1 2 3 4 5 6
7 8 9 10
1 2 3

!
!( )!

...
−

=
× × × ×

× × × × × × × × ×
=

× × ×
× × ××

=
4

210 پاسخ: 	

مثال یک مجموعة 9 عضوی چند زیرمجموعة حداکثر 6 عضوی دارد؟

38 
		        تعداد زیرمجموعه‌های 9 عضوی:1  2 5129 = پاسخ: تعدادک ل زیرمجموعه‌ها:

9
8 9 8

1 2 3 9
1 2 3 8 1

9!
!( )!

...
...−

=
× × × ×
× × × × ×

=   							       تعداد زیرمجموعه‌های 8 عضوی:

9
7 9 7

1 2 3 9
1 2 3 7 1 2

36!
!( )!

...
...−

=
× × × ×

× × × × × ×
=                          					     تعداد زیرمجموعه‌های 7 عضوی:

حداکثر ۶ عضویی عنی ازک ل زیرمجموعه‌ها، 9 عضوی و 8 عضوی و 7 عضوی راک نار بگذاریم:

حداکثر 6 عضوی‌ها = − + + =512 1 9 36 466( )

مثال در یک مجموعة 17 عضوی تعداد زیرمجموعه‌های 12 عضوی با تعداد زیرمجموعه‌های چند عضوی برابر است؟

39 
16 )4 	15 )3 	6 )2 	 5 )1 	

 

 در یک مجموعة n عضوی با توجه به تقارنی که در چينش زيرمجموعه‌ها وجود دارد، می‌توان گفت: تعداد زیرمجموعه‌های k عضوی با تعداد 18
n عضوی برابر است. k− زیرمجموعه‌های 

پاسخ: گزینه »2« 
تعداد زیرمجموعه‌های 12= 5 - 17 عضوی با زیرمجموعه‌های ۵ = 12 - 17 عضوی برابر است.
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مثال در یک مجموعه، تعداد زیرمجموعه‌های سه عضوی 26 برابر تعداد زیرمجموعه‌های دو عضوی است. تعداد عضوها را بیابید.

40 

سه عضوی	
دو عضوی

:

( )( )

( )

n n n

n n
n n n

− −
× ×

−
=

−
= ⇒ − = × = ⇒ = + =

1 2
1 2 3

1
2

2
3

26 2 3 26 78 78 2 80      					    پاسخ:

مجموعة توانی

مجموعة همة زیرمجموعه‌های A را مجموعة توانی A گوییم و آن را با )P(A نمایش می‌دهیم:

} را بنويسيد. , , }1 2 3 مثال مجموعة توانی

41 
P 12 3 1 2 3 12 1 3 2 3 12 3, , { },{},{ },{ },{ , },{ , },{ , },{ , , }{ }( ) = { }           			   پاسخ: مجموعه‌ای شامل همۀ زیرمجموعه‌ها:

.2n A( نتیجه: تعداد اعضای مجموعة توانی A برابر است با تعداد زیرمجموعه‌های A يعنی(

P چند عضو دارد؟ P P( ( ))∅∅(( )) مثال مجموعة

42 
∅∅ : ⇒ صفر عضو  ∅ =P( ) :2 10 ⇒ عضو  ∅ =P P( ( )) :2 21 ⇒ عضو  ∅ =P P P( ( ( ))) :2 42 عضو  پاسخ: 	

تبديل نماد رياضي مجموعه به اعضا

در نمایش مجموعه با نمادهای ریاضی، ابتدا شکل جبری عضوها و سپس شرط‌هایی برای متغیر بیان می‌شود تا با جایگذاری مقدارهای معرفی شده در 
عبارت جبری، مقدار عضوها به‌دست ‌آید.

 
a می‌تواند 19 x b≤ < a اعداد بین a و b را نشان می‌دهد. در عبارتی مانند  x b< < x اعداد کوچکتر از a و  a<  ،a اعداد بزرگتر از x a>

x موردنظر نیست. b= ) ولی  )a x≤ مساوی a هم باشد، زیرا علامت مساوی دارد−

مثال اعضای مجموعه‌های زیر را بنویسید.

43 
الف  A x x x= − ∈ − < ≤ −{ , }1 5 5 2

1 جایگذاری می‌کنیم. 5− x x نیز قبول است. این سه عدد را در  = پاسخ: اعداد صحیح بین 5- و 2- عبارت‌اند از 3- و 4- ، خود2−
A = − − − − − − ={ ( ), ( ), ( )} { , , }1 5 2 1 5 3 1 5 4 11 1621

ب  B x x xx= − ∈ ≤{ , / }2 2 2 7

x جایگذاری می‌کنیم. x2 2− 2، اعداد طبیعیک وچکتر از 2/7ی عنی 1 و 2 را در 7/ ∉نیز ذکر شده است ولی x =2 7/ پاسخ: گرچه

B = − − = −{( ) , ( ) } { , }( ) ( )1 2 2 2 102 1 2 2

ج  C x Wx= ∈+{ |145 2  , / }− ≤ <4 0 972x

پاسخ: بین 0/972 و 4- تنها عدد حسابی x = 0 است.
C = = =+{ } { } { }( )14 14 1965 0 2 2

د  D x xy x y x yy= − ∈ + ={ « , » , }2 4

( , ) ( , )x y = 1 3 ی ا  ( , )22 ی ا  ( , )31          					     پاسخ: کدام جفت اعداد طبیعی جمعشان 4 می‌شود.

D = − − − = − −{( ) ( )( ), ( ) ( )( ), ( ) ( )( )} { , ,( ) ( ) ( )1 21 3 2 22 2 3 2 3 1 1 6 4 83 2 1 33 6 5 4 3− = − − −} { , , }



Smart 9آموزش پیشرفتۀ ریاضی تیزهوشان و نمونه دولتی نهم

26

صل 1
ف

مجموعه‌ها

هـ ‍E x x x
x

= ∈ <
+
∈{ | , , } 2 12

1
12± می‌باشد، در  ۴± و 6± و  3± و  x مساوی با 1± و 2± و  x بخش‌پذیر است، پس 1+ 12 نتیجه می‌شودک ه 12 بر 1+

1x +
∈ پاسخ: از 

x باعث حذف 2 و 3 و 5 و 11 می‌باشد  نتيجه خود x مساوی با 0 و 2- و 1 و 3- و 2 و 4- و 3 و 5- و 5 و 7- و 11 و 13- می‌تواند باشدک ه شرط 2>

و لذا:
E = − − − − − −{ , , , , , , , }01 2 3 4 5 7 13

3 و ... نیز عددی صحیح به‌دست می‌آید.(
19

2− و 
7
1 و 

3
1 و 

2
x نبود بی‌شمار جواب داشتیم؛ زیرا از تقسیم 12 بر  ∈ )اگر شرط 

و F x
x
x x=

+
−

∈ − ≤ + ≤{ | , }2
2

1 2 5 1

هر سه منهای 5 شوند هر سه 2÷ شوند
− ≤ + ≤  → − ≤ ≤ −  → − ≤ ≤ −1 2 5 1 6 2 4 3 2x x x پاســخ:	 

F = − +
− −

− +
− −








=

−







( )
( )

, ( )
( )

,2 2
2 2

3 2
2 3

0 1
5

                                               			   x جایگذاری می‌کنیم.
x

+
−
2

2
2- و 3- را در 

ز  G x x x W= > − ∈{ | ,0 30 2  

30 با تک‌ت ک 2− x 30 مجذورک امل باشد مانند 0 و 1 و 4 و 9 و 16 و 25ک ه از تساوی  2− x پاسخ: برای آن‌که حاصل جذر، حسابی باشد، باید

آن‌ها این جواب‌ها به‌دست می‌آید.	
G = 






15 29
2

13 21
2

7 5
2

, , , , ,

ح  H x x x= ∈ ≤ ≤{ | , } 30 3 602

هر سه 3÷ شوند
30 3 60 10 202 2≤ ≤  → ≤ ≤x x پاســخ:	 

H = + −{ , }۴ ۴ ⇐ ±۴                        					     توان دومک دام عدد صحیح بین 10 و 20 قرار دارد؟

ط  I
x

x x
x

=
−

∈ < <












( ) | ,1 3 2 4

پاسخ: 

2 4 6 3 12 3

7
8
9
10
11

7
3
8
3
3
10
3
11
3

3< <  → < < =














=











⇒ ⇒×x x x x









عدد 1- به توان زوج برابر با 1 و به توان فرد برابر با 1- می‌باشد. 
)زوج و فرد بودن صورتک سر توان، مهم است(

I = − − − − −












( ) , ( ) , ( ) , ( ) , ( )1

7
3

1
8
3

1
3

1
10
3

1
11
3

7
3

8
3 3

10
3

11
3 





=
− − −







3
7

3
8

1
3

3
10

3
11

, , , ,

ی K y x
x y

y= − =












+

−
4
8

2 2
2

1 |

2 2 2 2− = + =⇒y x x y (*) پاسخ: 	

4
8

2
2

2
2

2 2
2

1

2 2

3 1

2 4

3 3
2 4 3 3 2

x y

y

x y

y

x y

y
x y y x y

+

−

+

−

+

−
+ − − + += = = =

( )
( )

( ) 33 2 32 32 32* { }( )+ = =⇒ K

x را روی دستگاه مختصات مشخص کنید.
y x y



− < < < ≤








2 31 3, مثال مجموعة

44 
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پاسخ: مجموعه نقاطی استک ه طولشان بین 2- و 3 )شکل 1( و عرضشان بین 1 و 3 )و خود 3( باشد )شکل 2(

2 1 3

از ادغام )اشتراک( این دو شکل، مجموع ةموردنظر به‌دست می‌آید. )شکل 3( مجموع ةنقاطیک ه هر دو شرط را داشته باشند، کی مستطیل را 

تشکیل می‌دهند.

} چند عضو دارد؟ | , }x x x2 3 2∈∈ −− << ≤≤ مثال مجموعة 

45 

20
ممکن است تعداد عددهایی که جای متغیر می‌گذاریم از تعداد عضوهای مجموعه بیشتر باشد، چرا که ممکن است برخی حاصل‌ها مساوی شوند.	

{ | , } {( ) , ( ) , (
, , , ,

x x x2

2 1012

2 23 2 2 1∈ − < ≤ = − −
− −

�� �������� �������� 00 1 2 4102 2 2) , ( ) , ( ) } { , , }= ⇒ سه عضو پاسخ: 	

تبدیل اعضا به نماد ریاضى
باید یک الگوی جبری یکسان برای تمام اعضا بیابیم، به‌طوری که عملیاتی یکسان روی چند عدد متوالی را نشان دهد، سپس اعداد متوالی را به متغیر 

تبدیل می‌کنیم.
الف  A x x= − − − = − × − × − × = − ∈{ , , ,...} { ( ), ( ), ( ),...} { |

, ,
7 14 21 7 1 7 2 7 3 7

1 2
�

33,...
}�

ب  B x x= = + + + = + ∈ ≤{ , , ,..., } { ( ) , ( ) ,..., ( ) } { | ,4 7 10 64 3 1 1 3 2 1 3 21 1 3 1 1� xx ≤ 21
1 2 3 21, , ,...,

}� ������� �������

ج  C x x x= = = ∈ ≥{ , , , ,...} {( ) ,( ) ,( ) ,...} { | ,
, , ,

9 16 25 36 3 4 5 32 2 2 2

3 4 5 6
�

,,...

}� ����� �����

د  D = 





=

+ +
32
7

64
8

128
9

2048
13

2
5 2

2
6 2

2
7

5 6 7
, , ,...,

( )
,
( )

,
(

( ) ( ) ( )

))
,...,
( )

{ | ,
( )

, , , , ,
+ +












=

+
∈ ≤ ≤

2
2
11 2

2
2

5 11
11

5 6 7 8 9

x

x
x x�

11011,
}� ������� �������

هـ E = − = − − − − = − −{ , , , ,...} { , , , ,...} {( ) ,( ) ,(26 7 0 1 27 1 8 1 1 1 0 1 3 1 2 1 13 3 )) ,( ) ,...} { | , }
, , , ,...

3 3 3

3 2 10
1 0 1 1 3− − = − ∈ ≤x x x�� ������ ������

و F = = + + + = +{ , , , ,...} { , , , ,...} { ( )( )1 11 102 1003 1 10 1 100 2 1000 3 10 00 ,, ( ), ( ) ,...} { | }( )

, , ,...

10 1 10 2 101 2

01 2
+ + = + ∈x x x W



ز  G = − − = − × × − × × × × × = − +{ , , , ,...} { , , , ,...} { ,1 4 27 256 1 1 2 2 3 3 3 4 4 4 4 1 21 22 3 43 4, , ,...}− +

= − × − × − × − × = − × ∈{( ) ,( ) ,( ) ,( ) ,...} {( ) |
,

1 1 1 2 1 3 1 4 11 1 2 2 3 3 4 4

1

x xx x �
22 3, ,...

}�

) ایجاد می‌شود.21 )− +1 1n ) یا )−1 n یکی در میان، منفی شدنِ عضوها معمولاً توسط

ح  { , , , , } { , , , , } {6 66 666 6666 66666 6 1 6 11 6 111 6 1111 6 11111 6 9
= × × × × × = ×

99
6 99

9
6 999

9
6 9999

9
6 99999

9
, , , , }× × × ×

= ×
−

×
−

×
−

×
−

×
−

= ×

{ , , , , }

{

6 10 1
9

6 100 1
9

6 1000 1
9

6 10000 1
9

6 100000 1
9

6 10(( ) ( ) ( ) ( ) ( )
, , , , } {

1 2 3 4 51
9

6 10 1
9

6 10 1
9

6 10 1
9

6 10 1
9

6 10−
×

−
×

−
×

−
×

−
= ×

xx
x x−
∈ ≤ ≤

1
9

1 5
1 2 3 4 5

| , }
, , , ,

�� ������� �������

شکل )3(
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تست‌های مبحث اول

11A == ∅∅ ∅∅{ ,{ },{ , }}0 0  با توجه به مجموعة A، کدام عبارت زیر درست نیست؟	
{ , }0∅ ⊆ A  )4 	{{ }, }0 ∅ ⊆ A  )3 	{ , }0∅ ∈A  )2 	{{ }}0 ⊆ A  )1 	

22B == −− −−
−−{ , , , ..., }18

5
14
5

2 22  مجموعة روبه‌رو چند عضو دارد؟	

34  )4 	33  )3 	32  )2 	31 )1 	

3 عضوی است؟33 2k −− 3 عضوی چند برابر تعداد زیرمجموعه‌های یک مجموعة 2k ++  تعداد زیرمجموعه‌های یک مجموعة 
16  )4 	8  )3 	4  )2 	2  )1 	

} برابر است با:44 , , , , , , ...}−− −− ++ ++ −− −−1 4 9 16 25 36  نمایش ریاضی مجموعة

{( ) | }− ∈x xx
 )2 	 	{( ) | }− × ∈1 x x x  )1 	

{( ) | }
( )

− × ∈
+

1
1

2 2
x x

x x  )4 	 	{( ) | }
( )

− × ∈
−

1
1

2 2
x x

x x  )3 	

55C x x
x

== ∈∈ ∈∈{ | , } 

72
2  تعداد عضوهای مجموعة روبه‌رو را به‌دست آورید.	

12 )4 	8 )3 	6 )2 	4 )1 	

A باشد، در چند زیرمجموعة A، اعداد 1 و 2 حتماً وجود دارند؟66 == { , , , , }1 2 3 4 5  اگر 
16  )4 	8  )3 	4  )2 	3  )1 	

n عضوی است. مقدار 77 −− 2  تعداد زیرمجموعه‌های محض یک مجموعة n عضوی، 191 واحد بیشتر از تعداد زیرمجموعه‌های یک مجموعة
n کدام گزینه است؟

10  )4 	9  )3 	8  )2 	7  )1 	

 مجموع ۀزیر چند عضو دارد؟	88
A == ++ ++ ++ ++{ , , , , ..., }2 2 2 4 2 8 2 16 21396 1396 1396 1396 1397

1396  )4 	1395  )3 	21396  )2 	21395  )1 	

 تعداد اعضای مجموعة زیر را مشخص کنید.	99
B x x x== ≤≤ ++ ∈∈{ | , }0 40 3 

10  )4 	8 )3 	6 )2 	4  )1 	

عضوی 101  n مجموعة  یک  عضوی  تک  زیرمجموعه‌های  تعداد  برابر   15 عضوی،   n ++ مجموعة2 یک  عضوی   3 زیرمجموعه‌های  تعداد   
می‌باشد. مقدار n را بیابید.

9  )4 	8  )3 	7  )2 	6  )1 	
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پاسخ‌نامۀ تشریحی و آموزشی تست‌های مبحث اول

گزینۀ 4 1

A اعضای : { , },{ },0 0∅ ∅

∅: تهی

تک عضوی :{ },{{ }},{{ , }}∅ ∅0 0
}: دو عضوی ,{ }},{ ,{ , }},{{ },{ , }}∅ ∅ ∅ ∅0 0 0 0
سه عضوی :{ ,{ },{ , }}∅ ∅0 0

A زیرمجموعه‌های  

} غلط است. , }0∅ ⊆ Aاست، نه زیرمجموعه. پس A گزینة 4 عضو مجموعة

گزینۀ 3 2

B = − − − +







18
5

14
5

10
5

110
5

, , ,...,

تعداد اعداد : ( )110 18
4

1 128
4

1 32 1 33− −
+ = + = + =

گزینۀ 4 3

( )
( )

( ) ( )

3 2
3 2

2
2

2 2 16
3 2

3 2
3 2 3 2 4

k
k

k

k
k k

+
−

= = = =
+

−
+ − −

تعداد زیرمجموعه‌‌های مجموعه              عضوی
تعداد زیرمجموعه‌‌های مجموعه              عضوی

گزینۀ 4 4

) باعث يکی در ميان، منفی شدن است که  )−1 xدر گزينۀ 1 و 2 عبارت
درست نيست. 

، گزینة 4 جواب سؤال است. x =1 2 3, , ,... با قرار دادن 
	

{( ) | } { , , , , ,...}
( )

− × ∈ = − − + + −
+

1 1 4 9 16 25
1

2 2
x x

x x 

) باعث 2تا منفی ، 2تا مثبت شدن اعضای مجموعه  )
( )

−
+

1
1

2
x x

نکته:
می‌شود.

گزینۀ 1 5

بايد ببينيم 72 بر کدام مجذور کامل‌ها بخش‌پذير است.

C x x
x

= ∈ ∈{ | , } 

72
2

x = = ∈⇒1 72
1

722  	x = = ∈⇒2 72
2

182           

x = = ∈⇒3 72
3

82  	x = ∉⇒4 72
42

                

x = ∉⇒5 72
52

 	x = = ∈⇒6 72
6

22           

⇒ ⇒=C { , , , }1 2 3 6 4 عضو

گزینۀ 3 6

23 زیرمجموعه می‌توان  اعداد 1 و 2 را کنار می‌گذاریم، با سه عضو دیگر
نوشت. )سپس 1 و 2 را داخل آن‌ها قرار می‌دهيم.(

گزینۀ 2 7
کمتر
                         	         

2 1 2 191 2 2 1922 2n n n n− − = − =⇒− −
�

�

			                محض    		

⇒ ⇒

⇒ ⇒

− = = = =

− = =

− −2 2 1 192 2 192
3

64 2
2 6 8

2 2 2 6n n

n n
( )

گزینۀ 4 8

2 2 2 2 21397 1396 1396 1396= × = + 	
⇒ = + + +A { , ,2 2 2 2 2 21396 1 1396 2 1396 3 ,..., }2 21396 1396+

با توجه به توان‌ها 1396 عضو دارد. 

گزینۀ 2 9

B x x x= ≤ + ∈{ | , }0 40 3  	  روش اول

40 3+ = ⇒x n عدد طبیعی

⇒ ⇒= + =
−n x x n2 2

40 3 40
3

n x= = −⇒1 13 	n x= = −⇒2 12              

n x= =
−

⇒3 31
3

	n x= = −⇒4 8               

n x= = −⇒5 5 	n x= =
−

⇒6 4
3

             

n x= = >⇒7 3 غیرقابل قبول0 	

⇒ ⇒= − −
−

− −
−B { , , , , , }13 12 31

3
8 5 4

3
6 عضو
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صل 1
ف

مجموعه‌ها

40 باید یکی از مجذور کامل‌های  3+ x x حاصل ≤0 روش دوم با توجه به

1، 4، 9، 16، 25 و 36 باشد که شش معادله با شش جواب مختلف می‌دهد.  

گزینۀ 3 10

 n = تعداد زيرمجموعه‌های يک عضوی از مجموعۀ n عضوی

n عضوی برابر است با: + تعداد زيرمجموعه‌های 3 عضوی از مجموعۀ2

( )( )( )n n n+ + − + −
× ×

2 2 1 2 2
1 2 3

=
+ +( )( )( )n n n2 1

6

⇒

⇒

+ +
= ×  →

+ +
=

+ + =

÷n n n n n n

n n

n( )( ) ( )( )

( )( )

1 2
6

15 1 2
6

15

1 2 90

) لذا:  )9 10 90× = ضرب دو عدد متوالی 90 شده است
( )( )8 1 8 2 90 8+ + = → =n
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ها
عه 

مو
مج

1 
صل

ف

مبحث دوم
اعمال مجموعه‌ها

اشتراک مجموعه‌‌ها

Bاستفاده می‌کنیم. A A یا  B برای نمایش قسمت )اعضای( مشترک بین مجموعه‌های A و B از نماد 

C باشند، داریم: == { , }7 11 B و  == { , , }3 4 5 A و  == { , , }7 5 11 مثال اگر

1 
A B C  == { }B C == { }A C  { }7,11A B  { }5   

A در نمودار وِن، فرض می‌کنیم A را سیاه و B را آبی نموده‌ایم. ناحیه‌ای که دوبار رنگ شود )سیاه و آبی(، 1 B      برای رنگ کردن ناحیۀ 
A است. B ناحیۀ 

 

 

    دو مجموعه نسبت به میزان اشتراکشان ۴ وضعیت می‌توانند داشته باشند:2

B A A B B⊆ ⇒ =A B A B A⊆ ⇒ =A B)مجزا )جدا از هم:A B =∅

A را رنگ کنید. B C  مثال ناحیۀ

2 

C B A
A B C C
⊆ ⊆

=⇒  

B A C A⊆ ⊆,B C
A B C


 

=∅
=∅⇒

A B C A B C  =∅

C وضع سه مجموعه را با نمودار ون نمایش دهید. == { , }1 4 B و == { , , }1 2 4 A و == { , , }1 2 3 مثال با توجه به

3 
		   A B

A C
B C
C B







=
=
=

⊆











⇒

{ , }
{}
{ , }

12
1
14
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صل 1
ف

مجموعه‌ها

اجتماع مجموعه‌ها
B نمایش می‌دهیم. A A یا  B اجتماع دو مجموعۀ A و B شامل همۀ اعضای هر دو مجموعه می‌باشد و آن را با 

C باشد، داریم: == { , }7 11 B و  == { , , }3 4 5 A و  == { , , }7 5 11 مثال اگر

4 
A B  {3,4, 5 , 7,11} A     و    C  {7, 5 ,11} A

B C  {3,4, 5 , 7,11} A     و     B C   {3,4, 5 , 7,11}  

، همه را کاملًا رنگ می‌کنیم.3 ( )A B     برای رنگ کردن اجتماع دو یا چند مجموعه

A
BA

BA BA B

B A A B A⊆ ⇒ =A B A B B⊆ ⇒ =A BA B

AB
C

A

B C

B

A

C

A B C A B C C⊆ ⊆ ⇒ = 

B A
C A

A B C A
⊆
⊆




⇒ = A B C 

) را رنگ کنید.  )A C B∩ ∪ مثال در نمودار مقابل، ناحیۀ

5 
                                              

پاسخ:

A C 	 B                   	 ( )A C B∩ ∪            	 					     

A باشد، خواهیم داشت:	4 B⊆      اگر
	  

A B A = A                     مجموعۀ کوچکتر: B B =                مجموعة بزرگتر:

B

A

( ) ( )�∩� ∪ �∪� �∪� �== ==  	 � داریم: � �⊆⊆ ⊆⊆ مثال با توجه به اینکه

6 

را بیابید. An
n==3

6


An و
n==3

6


A باشد، x x n x nn == ∈∈ << << ++{ | , } 10 مثال اگر

7 

5
 A A A Ai
i

n
n=

=
1

1
2  



... :An تا A1 Ai یعنی اشتراک مجموعه‌های 
i

n

=1


نماد 

A A A An
i

n
n=

=
1

1
2  



...  :An Ai یعنی اجتماع مجموعه‌هایA1 تا
i

n

=1


و نماد
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A x x x
A x x x
3

4

3 3 10 4 5 6 12
4 4 10 5 6

= ∈ < < + =
= ∈ < < + =
{ | , } { , , ,..., }
{ | , } { ,



 ,, ,..., }
{ | , } { , , ,..., }
{ | ,

7 13
5 5 10 6 7 8 14
6

5

6

A x x x
A x x x

= ∈ < < + =
= ∈ <



 << + =









 6 10 7 8 9 15} { , , ,..., }

⇒

= =

= =

=

=

A A A A A

A A A A A

n
n

n
n

3

6
3 4 5 6

3

6
3 4 5 6

7 8 9101112∪

∪

∩ ∩ ∩

∪ ∪ ∪

{ , , , , , }

{44 5 6 15, , ,..., }













پاسخ: 	

n A B n A B( ) , ( )∪ ∩

مثال در یک کلاس 30 نفری، 17 نفر در تیم فوتبال و 12 نفر در تیم والیبال ثبت‌نام کرده‌اند، 8 نفر نیز در هیچ تیمی ثبت‌نام نکرده‌اند. 

چند نفر فقط در والیبال ثبت‌نام کرده‌اند؟ 8

29 نفر  22 7− = 17 نفر است،ی عنی  12 29+ = 30 نفر ثبت‌نامک رده‌اند، ولی مجموع ثبت‌نام فوتبال و والیبال  8 22− = روش اول پاسخ: 
مشترکاً در هر دو ثبت‌نامک رده‌اند.

8 10 7 5
وال�بال فقط نهفر 5

17نهفروال�بال12نهفر فوتبال

�لاس30نهفر

	

   

6n A B n A n B n A B
n A B n A n B n A B
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
∪ ∩
∩ ∪

= + −
= + −





  

فوتبال
والیبال

:
:

( ) ( ) ( ) ( )
F
V

n F V n F n V n F V


⇒ = + −∩ ∪                              				 		      روش دوم

اشترا کفوتبال و والیبال = + − − = ⇒17 12 30 8 7( ) 5 = 7 - 12= مشتر ک- والیبال = فقط والیبال 

B به‌ترتیب ۵   C A و  C A و  B مثال مجموعه‌های A و B و C به‌ترتیب 1۶ و 1۴ و 11 و مجموعاً 27 عضو دارند و مجموعه‌های

و ۶ و ۵ عضو دارند. تعداد عضوهایی که در هر سه مجموعه مشترک‌اند را بیابید. 9

	 

7
n A B C n A n B n C n A B n A C n B C n A B C( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∪ ∪ ∩ ∩ ∩ ∩ ∩= + + − − − +

27 16 14 11 5 6 5 2= + + − − − + ⇒ =n A B C n A B C( ) ( )                          					    پاسخ:

مثال در یک کلاس 2۵ نفری، آمار کسانی که در دروس ریاضی، علوم و زبان نمرۀ بالای 18 گرفته‌اند، به این‌صورت است:

۵ نفر در ریاضی و زبان، ۵ نفر فقط در زبان، 9 نفر در ریاضی، 2 نفر در هر سه درس، ۴ نفر فقط در علوم و 11 نفر در زبان. چند نفر  10 	
در هیچ‌یک از این سه درس نمرۀ بالای 18 نگرفته‌اند؟

مشتر کدر هر سه : a =2 پاسخ: 	

فقط علوم : f = ۴

فقط زبان : g = 5

مشتر کریاضی و زبان : a c ca+ =  → ==5 32

زبان : ,a c g d da c
g

+ + + =  → == =
=

11 12 3
5

ریاضی : a c b e b ea
c

+ + + =  → + ==
=

9 42
3

مجموع 3 درس :4 4 3 2 1 5 19+ + + + + = نفر
25 نفر در هیچ‌ کیاز این دروس بالای 18 نگرفته‌اند. 19 6− = کلاس 2۵ نفری بود پس 

3
2

1

5

4
ريال�اض�

علوم

زبان

4
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تفاضل مجموعه‌ها

 B A− A و اگر از B عضوهای مشترکش با A را کنار بگذاریم، اعضای  B− اگر از مجموعۀ A، عضوهای مشترکش با B را کنار بگذاریم، مجموعۀ 
به‌دست می‌آید.

C باشند، داریم: == { , }7 11 B و == { , , }3 4 5 A و == { , , }7 5 11 مثال اگر 

11 
A B−− == {7, 5 ,11} - {3,4, 5} = {7,11} 	 B A−− == {3,4, 5 } - {7, 5 ,11} = {3,4}                                         

C A−− == {7 ,11} - {7, 5 ,11} = { } 	 B C−− == {3,4, 5} - {7,11} = {3,4, 5}                                     

A B C−− ==( ) {7 , 5 ,11} - {3,4, 5 , 7,11} = { } 	

اعضای مشترک از اولی حذف می‌شود و آنچه می‌ماند جواب تفاضل است.

A، ناحیۀ A را کاملًا رنگ و سپس رنگ‌هایی که در ناحیۀ B قرار گرفته را پاک و حذف می‌کنیم.8 B−       برای رنگ کردن ناحیۀ

A B−A B A B⊆ − =∅⇒A B−مجزا:A B A B A =∅ − =⇒

مثال برای مجموعه‌های عددی معروف داریم:

12 
�∩�′′ == { }  ،�∪� �′′ ==  ،� � �−− == ′′ 	

� � �−− ′′ ==  ،� �−− == { }  ،W −− == { }0 	

W W−− ′′ ==   ، −− W  == −− −− −−{ , , , ...}1 2 3 	

( )� � � � � �−− −− == ′′ −− == ′′ 	

     با نماد ریاضی ناحیه‌های مختلف آشنا شوید:9

Aفقط B

C

C,B,A

A
B

C

B,A

فقط

فقط

C,A C,B

A (B   C)-

B (A C)-
(A B) C-

A B C

(A C) B- (B   C) A-

C (A B)-

A

C

B

A B

B A-A B- A B

                     

B چیست؟ A B B A A B∪ ∩ ∪( ) ( ) ( )−− −− −−[[ مثال حاصل[[

13 
( ) ( )B A A B B A− − − = −  	 A با هم اشتراکی ندارند، لذا: B− B و  A− پاسخ: ناحیة

A B

B

A B

A B B A-

A B A B

B

W

� � �−− == ′′� � �−− == ′′

� � �−− == ′′

W −− == { }0

( )� � � � � �−− −− == ′′ −− == ′′
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تفاضل متقارن
: دلتا( متقارن گوییم که به دو صورت قابل یافتن است: ∆ کل به‌جز اشتراک را تفاضل )

A B A B A B∆ = −
↘

∪ ∩( ) ( ) A   يا    B A B B A∆ = − −( ) ( )

	    دلتا
B باشد، آن‌گاه: == { , , }2 4 6 A و  == { , , }1 2 3 مثال اگر

14 

A B∆∆ == ( ) ( )A B A B∪ ∩− = {1, 2 , 3,4,6} - {2} = {1, 3,4,6} Aي ا  B∆∆ == ( ) ( )A B B A− − = = {1, 3} {4,6} {1, 3,4,6}

مثال ناحی ۀتفاضل متقارن را رنگ کنید.

15 
پاسخ: 

A B

C

A B

( ) ( )
( )
A B C A B C
A B C
∆[ ]− ∆[ ]

= ∆ ∆

∪ ∩( ) ( )A B A B B A
B A
∪� ∩�− = −( ) ( )A B A B∪ ∩−( ) ( )A B A B A B∪ ∩ ∪− =

10.)A B=       اجتماع، اشتراک و تفاضل متقارن، خاصیت جابه‌جايی دارند ولی تفاضل این‌طور نیست )مگر آنکه 
A B B A =   ،  A B B A =   ،  A B B A∆ = ∆

A B B A− ≠ −

( )A B B A A B− = − ↔ =

به خلاصۀ چندین نکتۀ فارسی که به شکل جبری آمده دقت کنید:
 2  A A A A A A− = ∅ =∅ − = ∆ = ∅∅ 1  A A A A A A A A∪ ∩ ∪= = ∅ = −∅ = ∆∅ =

 4  A A B⊆ ( ) B و  A B⊆ ( ) 3  ( )A B A ⊆ ) و  )A B B ⊆

 6 ( ) ( )A B A B A− =∪ ∩ n و  A B n A B n A( ) ( ) ( )− + = 5 ( )A B A− ⊆ ) و  )B A B− ⊆

 7  ( ) ( ) ( )A B B A A B A B− − =
↓ ↓ ↓ ↓

∪ ∪ ∩ ∪
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 9  
A B
A C

A B C
⊆
⊆




⇒ ⊆ ( )

 8 A B A =∅⇒ =∅ B و  =∅

: خاصیت شرکت‌پذیری 10  ( ) ( )A B C A B C   = ) و  ) ( )A B C A B C   =

                   

 A B   	                 C                               A                          B C                                 جواب هر دو              

: خاصیت پخشی )توزیع‌پذیری( 11 ( ) ( ) ( )A B C A B A C∪ ∩ ∪ ∩ ∪=

A B C A B A C∩ ∪ ∩ ∪ ∩( ) ( ) ( )=                                   

                        
	A                              B C                        A B                     A C                               جواب هر دو                   

12 A:قانون جذب  A B A∩ ∪( ) = A و  A B A∪ ∩( ) =

A                            A B                          A                                                                                                       

مثال درستی یا نادرستی تساوی‌های زیر را با نمودار وِن مشخص کنید.

16 
الف  A B C A B A C  ( ) ( ) ( )−− == −−

پاسخ: 




















⇒

A B

C

A B

C

=
A B

C

A                               B C− جواب سمت چپ            

A B                   A C جواب سمت راست       

				           تساوی نادرست است   
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ب   A B C A B A C  ( ) ( ) ( )−− == −− 	
پاسخ: 



















⇒⇒A                        B C− جواب سمت چپ            

A B                      A C جواب سمت راست    

			               تساوی همیشه برقرار و درست است  

مثال ناحی ۀموردنظر را رنگ کنید.

17 
ب    C B A ( الف(  A B

C B A− −( )

              

( ) ( )A B A B∪ ∩−

   

د  D A B C−− −−[[ ]]( )

ج  B A C D ( ) 

D A B C− −[ ]( )  
               

     

B A C D− ( ) 

              
          

و  D B C A∆∆ ∆∆[[ ]]( ) هـ  ( ) ( )B C A D 

D B C A∆ ∆[ ]( ) 

         � ��������� ���������

AB C

D

 

( ) ( )B C A D −

          

A

B C

D
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ز   ( ) ( )A B D C A B D∩ ∩ ∪ ∪ ∪−−[[ ]]

 ( ) ( )A B D C A B D∩ ∩ ∪ ∪ ∪−[ ]                                                

                                                                               
� ������������ ������������  

  

 

      

مثال نماد ریاضی قسمت رنگ شده و نیز نماد ریاضی قسمت  خورده را بنویسید.

18 
Aحذف شده است.  C B، قسمت مشتر کبين A و C يعنی   D پاسخ: در قسمت رنگ شده، از ناحیۀ مشتر کبین دایره‌های B و D يعنی

پس می‌نویسیم:	

رنگ شده : ( ) ( )B D A C −

) و سپسک ل ناحیۀ مربوط به B و D را  )A C در قسمت × خورده، گوییک ل دایره‌های A و C را رنگک رده 
پس می‌نویسیم: ( ( ))− B D حذف نموده است

A B

CD

:  خورده              ( ) ( )A C B D − 	

مجموعۀ مرجع ) جهانی، مادر (
در ریاضی، در هر مبحثی، می‌توان یک مجموعه را به‌عنوان مجموعۀ اصلی و مرجع درنظر گرفت که سایر مجموعه‌های مورد بحث و مطالعه را شامل 

( نشان می‌دهند. U می‌شود. معمولاً این مجموعه را با M )و گاهی با حرف 
به عنوان مثال در ریاضی هشتم، فصل عددهای اول، عددهای غیر طبیعی مورد بحث نبود و مجموعة اعداد طبیعی را به عنوان مجموعۀ مرجع در نظر داشتیم 

.) M =  )در آن‌جا 

مجموعۀ متمّم

A′ نشان داده می‌شود، شامل عضوهایی از M )مجموعۀ  با تعریف مجموعۀ مرجع، می‌توان متمم هر مجموعه را مشخص کرد. متمم A که معمولاً با
( )M A A− = ′ مرجع( است که در A نباشند.

 
′A==A−−M

B داریم:  == { , , , , }2 3 5 7 11 A و == { , , , }1 2 3 4 M و == { , , , ..., }1 2 3 12 مثال با توجه به

19 

               ′ = − =A M A { , , ,..., }5 6 7 12    و    ′ =B { , , , , , , }1 4 6 8 91012 	
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مثال با فرض مرجع بودن M، برای هر مجموع ۀدلخواه A و B داریم:

20 
2   A M A ==

 4  M A A−− == ′′ M و  A A−− ′′ ==

 6  ′′ == ∅∅M

 8  A متمم متمم  : ( )′′ ′′ ==A A

 
10 A B B AM⊆⊆ ←← →→ ′′ ⊆⊆ ′′

 1 A M M ==

 3  A A M
′′ ==

 5  A A A A A
′′ == ∅∅ −− ′′ ==⇒⇒ ′′ و  −− == ′′A A A

 7  ′′∅∅ == M

 
9  A B A B== ′′ == ′′⇔⇔

M

AB



M

AB



M

AB

′A′BA B⊆

 11
 
′′∆∆ ′′ == ∆∆A B A B 	

M

A B


′∆ ′ =A B

A B∆′ ′A B′ ′A B

 12
  
: قانون دمورگان

( )
( )
A B A B
A B A B
∪ ∩
∩ ∪

′′ == ′′ ′′
′′ == ′′ ′′







( )A B ′       
A B متمم 

′B′A

 13
 
: قانون شبه جذب

( )
( )

A A B A B
A A B A B
∩ ∪ ∩
∪ ∩ ∪

′′ ==
′′ ==





.A B



M

A B

B



′A



. A
↓↓

� ��������������� ���������������

M

A B

.
′A B
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′′ را بیابید. ′′[[ ]] ′′A B C∪ ∩( ) C باشد، حاصل == { , }3 4 B و == { , }2 3 A و == { , }1 2 مثال اگر

21 

11A B A B− = ′
 A برابر است با اشتراک A با هرچه غیر از B، یعنی: B−      

==

A B−′BA

پاسخ: شاید در نظر اول بگویید با توجه به علامت‌های متمم، باید مجموعۀ مرجع نیز معرفی می‌شد، ولی با توجه به نکته داريم:

′ ′[ ]′ ′ −[ ]′  → − ′ − −A B C A B C A B C A B C∪ ∩ ∪ ∩( ) ( ) ( ) ( نکته 11( قانون دمورگاننکته 11

A B C− − = − −  = − =( ) { , } { , } { , } { , } { } { }1 2 2 3 3 4 1 2 2 1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
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ها
عه 

مو
مج

1 
صل

ف

تست‌های مبحث دوم

A در کدام گزینه آمده است؟11 B  ،B و A با توجه به مجموعه‌های 
A x x x== −− ∈∈ <<{ | , }1 2 20   ,  B x x x== ++ ∈∈ <<{ | , }1 3 20  	

B  )۴ 	A  )3 	{ , ,..., }1 2 7  )2 	{ , ,..., }1 2 8  )1 	

A در کدام گزینه آمده است؟22 B C−− ( ) A، حاصل  B C⊆⊆ ⊆⊆  برای سه مجموعة A و B و C به‌طوری که
B A−  )۴ 	( )A B  )3 	A  )2 	∅ )1 	

) در کدام گزینه آمده است؟33 )A B C∪ ∩  با توجه به سه مجموعة A و B و C که در زیر آمده است،
A B C  { , , , } { , , } { , , }1 2 3 4 1 3 5 2 3 6

{ , , }1 2 3  )۴ 	{ , , }2 3 6  )3 	{ , }2 3  )2 	{ }3  )1 	

 در یک کلاس ۵0 نفری، 2۴ نفر ورزش نمی‌کنند و 18 نفر موسیقی کار نمی‌کنند. اگر 7 نفر نه ورزش کنند و نه موسیقی کار کنند، چند 44
نفر هم ورزش می‌کنند و هم موسیقی کار می‌کنند؟

17  )۴ 	15  )3 	13  )2 	11  )1 	

) صدق 55 ) ( )A B X A B∩ ∪⊆⊆ ⊆⊆ B باشند، چند مجموعه مانند X وجود دارد که در رابطة == { , , , }2 4 6 8 A و == { , , , , , }1 2 3 4 5 6  اگر
می‌کند؟

23 )۴ 	1۶ )3 	8 )2 	۴ )1 	

A در کدام گزینه آمده است؟66 A B A−− [[ ]]( )∩ ∪  ساده شد ةعبارت 
A B  )۴ 	B A−  )3 	A B−  )2 	∅ )1 	

) را درست نشان می‌دهد؟77 ) ( )A B B C−− −−  کدام نمودار، قسمت رنگ‌شد ةمجموعة 

 )۴ 	  )3 	  )2 	  )1

A چند عضو دارد؟88 Ai
i

i
i== ==

−−
1

8

1

8
∪ ∩ A باشد، مجموعة  m m i m ii == ∈∈ ≤≤ ≤≤ −−{ | , } 8  اگر 

۵ )۴ 	۶ )3 	7 )2 1( صفر	 	

 در بين اعداد 1 تا 300، چند عدد وجود دارد که بر هیچ‌کدام از سه عدد 2، 3 و ۵ بخش‌پذیر نباشد؟99
100  )۴ 	90 )3 	80 )2 	10  )1 	

A در کدام گزینه آمده است؟101 B C A B C∪ ∪ ∩ ∪ ∩′ ′[ ] [ ]( )  ساده شدۀ عبارت
A B C   )۴ 	A B C∪ ∩( )  )3 	A  )2 	∅  )1 	
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مجموعه ها
صل 1

ف

پاسخ‌نامۀ تشریحی و آموزشی تست‌های مبحث دوم
گزینۀ 4 1

2 20 20
2

1 2 3 4 5 6 7 8 9x x x< < =⇒ ⇒ , , , , , , , , 	

⇒ =A { , , , , , , , , }0 1 2 3 4 5 6 7 8

3 20 20
3

6 7 1 2 3 4 5 6x x x< < =⇒ ⇒ / , , , , ,

⇒ =B { , , , , , }2 3 4 5 6 7
⇒ = =A B B { , , , , , }2 3 4 5 6 7

گزینۀ 1 2
از روی نمودار ون هم می‌توان به موارد زير دست یافت.

B C B C B⊆ =⇒ ( )

A B A B⊆ − =∅⇒

گزینۀ 2 3

A B ={ , , , , }1 2 3 4 5
( ) { , , , , } { , , } { , }A B C∪ ∩ ∩= =1 2 3 4 5 2 3 6 2 3

گزینۀ 3 4
50: اهل ورزش 24 26− =

50: اهل موسيقی 18 32− =

= اهل موسيقی یا ورزش هستند − =50 7 43
 ورزش  = موسيقی  + − =26 32 43 15

گزینۀ 3 5

{ , , } { , , , , , , }2 4 6 1 2 3 4 5 6 8⊆ ⊆X
پس اعضای 2 و ۴و ۶ باید درون مجموعة X باشند. در نتیجه با اعضای 1، 3، ۵ 
2 زیرمجموعه( سپس آن سه عضو را  164 = و 8 زیرمجموعه‌ها را می‌نویسیم )

داخل هر زیرمجموعه قرار می‌دهیم.

گزینۀ 1 6
از روی نمودار وِن می‌توان دید.

A B A A B A A∩ ∩ ∪⊆ =⇒ ( )          

A A B A A A−[ ] = − =∅( )∩ ∪          

گزینۀ 4 7

A B

C

A B

C

A B

C

=

گزینۀ 2 8

1 8 1
1 2 7

2 8 2
2 3 6

3 8 3
3 4 5

1

2

3

≤ ≤ −
=

≤ ≤ −
=

≤ ≤ −
=

m
A
m

A
m

A

{ , ,..., }

{ , ,..., }

{ , , }}

{ }

{ , , ,..., }

4 8 4
4

1 2 3 7

4
5 6 7 8

≤ ≤ −
=
= = = = ∅


















=

⇒

m
A
A A A A

Ai
ii

i
i
A

=

=
= ∅

1

8

1

8

∪

∩

⇒ ⇒− =
==

A Ai i
ii

{ , ,..., }1 2 7
1

8

1

8
∩∪ 7 عضو دارد

گزینۀ 2 9

n بر 2 A( ) = =
300
2

150

n بر 3 B( ) = =
300
3

100

n بر 5 C( ) = =
300
5

60

n بر 6 A B( ) = =
300
6

50 n بر 10      A C( ) = =
300
10

30   

n بر 30 A B C( )  = =
300
30

10

n بر 15 B C( ) = =
300
15

20   

⇒ با توجه به نمودار  =n A B C( )  220

⇒ : بر هيچ‌کدام  300 220 80− =
گزینۀ 2 10

روش اول	

A B C A B C A∪ ∪� ������ ������ ∩ ∪ ∩� ������ ������
′ ′[ ] [ ] =( )    

 	    نقطه‌چين	                         رنگی 

با استفاده از قوانین مجموعه‌ها هم بررسی می‌کنیم: روش دوم	

: قانون دمورگان ( )′ ′ = ′B C B C∪ ∩

⇒ ′









A B C A B C∪ ∩ ∩ ∪ ∩( ) ( )

»A با يک چيز« و »A با مخالف آن چيز« اشتراکشان A است، زيرا:
= ′[ ] = ∅ =

∅

A B C B C A A∪ ∩ ∩ ∩� ��������� ��������� ∪( ) ( )

)چون اشتراک هر مجموعه با متممش، تهی است(

وريالزش موس�ق�

11 17

7

51

بر2 بر3

بر5

80 40

20
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A B

C

10
20
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مبحث سوم
احتـمـال

= احتمال
تعداد حالت‌های مطلوب
تعداد کل حالات ممکن

با این فرمول در سال‌های گذشته آشنا شدیم. در این مبحث سه مفهوم فضای نمونه‌ای، پیشامد و اصل ضرب مطرح می‌شوند كه به ذكر آن‌ها می‌پردازیم:

فضای نمونه‌ای

 مجموعه‌ای است شامل همة حالات و انتخاب‌های ممكن كه معمولاً آن را با S نشان می‌دهند.

مثال فضای نمونه‌ای جنسیت سه فرزند ی كخانواده را بنویسید.

1 

پاسخ: 

S پ، پ، پ)}= ) ) و  د، پ، پ ) ) و  پ، د، پ ) ) و  د، د، پ ) ) و پ، پ، د ) ) و  د، پ، د )  

) و  پ، د، د ) ) و  د، د، د )}⇒ =n S( ) 8

مثال یک سكه و یک تاس را با هم می‌اندازیم. هم ۀحالات ممكن را بنویسید.

2 

پاسخ: 

S ={ 1ر 2ر، 3ر، 4ر، 5ر، ر، 6 1پ ، 2پ، پ، 3 4پ، 5پ، پ، 6 12} ( )⇒ =n S

پیشامد

) یك پیشامد گوییم. )S به هریك از زیرمجموعه‌های فضای نمونه‌ای
2 پیشامد نوشت. 409612 = مثلًا برای فضای نمونه‌ای مثال )2( می‌توان، 

 = احتمال
مطلوب

کل  ⇒ A احتمال پیشامد = =⇒ P A n A
n S

( ) ( )
( )

A تعداد اعضای پیشامد
تعداد اعضای فضای نمونه‌ای

نتیجه:	

 
0. پیشامدی كه احتمالش صفر باشد را غیر ممكن و پیشامدی كه احتمالش 1 باشد را حتمی می‌گوییم.1 1≤ ≤ −P A( ) همواره داریم 

مثال در انداختن ی كتاس، آمدن عددی دو رقمی را غير ممكن و آمدن یكی از شمارنده‌های عدد ۶0 را حتمی می‌گوییم.

3 

پ
پ

پ

پ

پ

پ

پ

د

د

د
د

د

د

د

ريالو

پشت

1

2

3

4

5

6

1

2

3

4

5

6
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اصل ضرب )شمارش(
a صورت قابل انجام است. b× انتخاب دو عضو كه اولی از یك مجموعة a عضوی و دومی از یك مجموعة b عضوی انتخاب شود، به

مثال سه تیم تنیسِ روی میز داریم: تیم A پنج نفر، تیم B سه نفر و تیم C، شش نفري است. قرار است همة اعضای هر تیم با همة   

 اعضای دو تیم دیگر مسابقه دهند. چند بازی انجام خواهد شد؟ 4
پاسخ: مسابقه بین دو نفر از تیم‌های A و B یا تیم‌های A و C یا تیم‌های B و C می‌باشد.

، ،� � �5 5 3
A A BB C C

3 6  مجموعاً 63 بازی انجام خواهد شد. 63 = 18 + 30 + 15 ⇒ 18 = 30 = 15=6

مثال حروف A و B و C و D و E و F را به چند ترتیب می‌توانك نار هم قرار داد؟

5 

روش اول حروف را در خانه‌های 1 تا ۶ قرار می‌دهیم: پاسخ: 

برای خان ةاول ۶ انتخاب داریم كهكی ی از حروف را در آن قرار می‌دهیم. برای خان ةدوم چون قبلای ك حرف نوشته شده، ۵ انتخاب باقی می‌ماند 

كهكی ی را قرار می‌دهیم. به همین ترتیب برای خان ةسوم، ۴ انتخاب، برای خان ةچهارم 3 انتخاب، برای خان ةپنجم 2 انتخاب و برای خان ةآخر 

6یك حرف باقی می‌ماند. این انتخاب‌ها را در هم ضرب می‌كنیم: 5 4 3 2 1 720× × × × × =

2
      تعداد حالت‌هایی )جایگشت‌هایی( كه می‌توان n شیء را كنار هم قرار داد برابر است با:

n )انِ فاكتوریل( n! ...= × × × ×1 2 3  

6 1 2 3 4 5 6 720!= × × × × × =                          	 روش دوم طبق نكته:  

مثال ۶ رنگ متفاوت داریم. به چند ترتیب می‌توان شش قطعة بشقاب زیر را رنگ نمود؟

6 
پاسخ: تفاوت این مثال با مثال بالا در این است كه عضو اول و آخر وجود ندارد. لذا ترتیب رنگ‌های 

بشقاب مقابل را به ۶ بیان تكراری می‌توان نام برد:

ABCDEF BCDEFA و  CDEFAB و  DEFABC و  EFABCD و  FABCDE و  	

) می‌توان نام برد  )! ... ( )n n− = × × × × −1 1 2 3 1 6 مدل
6

5! != پس اگر هر ۶ عضو تكراری راكی ی درنظر بگیریم، تعداد چينش‌ها را به 

كه تكراری نباشند: 
5 1 2 3 4 5 120!= × × × × = 	 

) حالت ايجاد می‌شود.  )!n −1 نتيجه: در جايگشت دوری يا دايره‌ایِ n شيئی،

مثال در انداختن سه تاس، احتمال آن را بیابیدك ه:

7 
سومی         دومی           اولی

4تا
6

6 1
1
4
6

2 3
6 6

1
6

⇒
×
×

=                                         				   الف اولی مركب و سومی غیراول باشد.

روش اول  پاسخ: 

   2 6 3 36× × = ⇒ P(الف ) ( )
( )

= =
× ×
× ×

=
n
n S

2 6 3
6 6 6

1
6

الف

روش دوم این‌که دومی چه بیاید مهم نیست پس آن را کنار می‌گذاریم. انگار فقط دو تاس داریم:

4
6

1
4
6

2 3
6 6

1
6

⇒
×
×

=
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ب یكی از آن‌ها زوج، یكی مضرب ۵ و دیگری شمارندۀ 12 شود.
پاسخ: مشخص نكرده، كدام زوج، كدام مضرب ۵ و كدام شمارندة 12باشد.

‌    3 مدل می‌توان چینش كرد: 6! = مضرب، شمارنده و زوج بودن را به 

زوج مضرب     مضرب     شمارندة    مضرب     شمارندة     زوج    شمارندة     6 چینش، هر چینش 15 حالت ⇒  ... يا   يا   يا  زوج    

اما بعضی از این چینش‌ها، حالت تکراری دارند. به عنوان مثال دو چینش 

زیر 9 حالت تکراری دارندک ه به صورت زیر است:
مضرب 5

مضرب 5

زوج

شمارنده 12    

شمارنده 12    

زوج
( , ) , ( , ) , , ( , )22 2 4 6 5{ }

6 چینش مختلف به صورت 2 به 2 حالت تکراری دارندک ه در نهایت 27 = 3 × 9 حالت تکراری به وجود می‌آید.

 ⇒ n )63 = 27 - 90 = 3 × 9 - 15 × 6 = )ب  ⇒ P(ب
ب

) ( )
( )

= =
× ×

=
n
n S

63
6 6 6

7
24

ج مجموعشان حداقل 1۶ شود.
پاسخ: حداقل 1۶ی عنی از 1۶ كمتر نشود، پس مجموعشان باید 1۶ی ا 17ی ا 18 شود )بیش از 18 ممكن نیست(.

{( , , ), ( , , ), ( , , ), ( , , ), ( , , ), ( , , )4 66 6 4 6 66 4 5 5 6 5 6 5 6 5 5
16� ����������������������� ����������������������

, ( , , ), ( , , ), ( ,5 66 6 5 6 666 5 666
17 18

, ) , ( , , )} (� ���������� ���������� � ��� ��� ⇒ n ج ) =10

P(ج
ج

) ( )
( )

= =
× ×

=
n
n S

10
6 6 6

5
108

	

P چند است؟ A B( ) n باشد،  S( ) == 30 n و  A B( ) == 15  ،n B( ) == 8  ،n A( ) == 10 مثال اگر

8 

P A B n A B
n S

n A n B n A B( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
/∩ ∩ ∪

= =
+ −

=
+ −

= =
30

10 8 15
30

3
30

0 1 پاسخ: 	

مثال از میان اعداد ۴ رقمی یكی را به تصادف انتخاب می‌كنیم. چقدر احتمال داردك ه این عدد بخش‌پذیر بر 20 و رقم‌هایش غیر تكراری  باشد؟

9 
									     يكان       دهگان      صدگان   هزارگانپاسخ:         

 								                        0 تا 9       0 تا 9       0 تا 9      1 تا 9       

9: تعداد ۴ رقمی‌ها 10 10 10 9000× × × =  	

عددی بر 20 بخش‌پذیر است كهكی انش صفر و دهگانش زوج باشد. در يكان، صفر و در دهگانكی ی از چهار رقم 2، ۴، ۶ی ا 8 را می‌گذاریم. 

7 8 4 1 224× × × =                              		  تا اینجا 2 رقم كنار رفت، پس برای صدگان 8 تا انتخاب و برای هزارگان 7 تا انتخاب داریم:

P A n A
n S

( ) ( )
( )

= =
224
9000

مثال در پرتاب ۴ سكه چقدر احتمال داردك ه حداكثر 3 سكه پشت بیایند؟

10 

A′ نشان می‌دهیم و داریم:	3       پیشامد متمم: پیشامدی كه متمم A باشد، شامل همة حالت‌هایی است كه در A نباشند و معمولاً آن را با
   ′ = − ⇒ ′ = −A M A P A P A( ) ( )1

پاسخ: حداكثر سه سكه پشت بیاید )۴ تا پشت قبول نيست(،ی عنی همۀ حالت‌ها غیر ازی ك حالت. 

A پ، پ، پ، پ)}= )}                         P A n A
n S

( ) ( )
( )

= =
× × ×

=
1

2 2 2 2
1
16

       	 					    

P A( )′ = − =1 1
16

15
16

                         	 				     و چون ما متمم پیشامد A را می‌خواهیم، می‌نویسیم:

2
4
6

5

1
2
3
4
6

3 1 5 15× × =

شمارندة 12  مضرب ۵   زوج  
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) می‌باشد.4 ) ) و كلمة »یا« به معنای اجتماع ) معمولاً در احتمال، كلمة »و« به معنای اشتراك

5
n A B n A n B n A B P A B P A P B P A Bn S( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )∪ ∩ ∪ ∩= + −  → = + −÷  

      پیشامدهای ناسازگار: پیشامدهایی كه اشتراكشان تهی است، یعنی امكان وقوع هم‌زمان ندارند را ناسازگار گوییم و داریم:6
A B P A B P A B P A P B∩ ∩ ∪=∅ = = + +⇒ ⇒( ) ( ) ( ) ( )0 0

} است ولی پیشامدهای   }2 مثال در انداختن ی كتاس پیشامدهای »اول آمدن« و »زوج آمدن« ناسازگار نیستند، زیرا اشترا كآن‌ها

 »زوج آمدن« و »فرد آمدن« ناسازگارند و احتمال وقوع هم‌زمان آن‌ها صفر است. 11

 
     پیشامدهای مستقل: اگر رخداد پیشامد A، دخالت و تأثیری در رخ دادن پیشامد B نداشته باشد، این دو پیشامد را مستقل گوییم و داریم:	7

⇔ A و B مستقل هستند =P A B P A P B( ) ( ). ( )

  در پرتاب دو تاس پیشامدهای »حاصل‌ضربشان 12 شود« و »اولی ۴ بیاید« بهكي ديگر وابسته‌اند. زیرا وقوع هم‌زمان این دو پیشامد   
مثال

‌ ایجاب می‌كندك ه »دومی 3 بیاید« پس مستقل نیستند. ولی پیشامدهای »اولی عدد مركب بیاید« و »دومی عدد زوج بیاید« از  12
 هم مستقل بوده و مركب آمدن اولی محدودیت و دخالتی در زوج شدن دومی ایجاد نمی‌كند.

P A B P A P B( ) ( ) ( ) = + نتیجه: برای پیشامدهای ناسازگار داریم:	 
P A B P A P B P A P B( ) ( ) ( ) ( ). ( ) = + − و برای پیشامدهای مستقل داریم:	

مثال شماره‌های 1 تا 20 را به‌ترتيب روی 20 گوی نوشته و درك یسه‌ای می‌ریزیم. ی كگوی را به تصادف ازك یسه برداشته، بهك یسه 

 برمی‌گردانیم و گوی دوم را برمی‌داریم. چقدر احتمال داردك ه: 13
الف مجموعشان 1۵ شود یا هر دو بیشتر از 1۶ شوند.

P است.  A B( ) پاسخ: »مجموعشان 1۵ شود« را پیشامد A و »هردو بیش‌تر از 1۶ شوند« را پیشامد B بگیریم. مطلوب سؤال
. P A B P A P B( ) ( ) ( ) = + این دو پیشامد ناسازگارند و نمی‌توانند با هم رخ دهند، پس: 

A n A= =⇒{( , ), ( , ), ( , ),..., ( , ), ( , )} ( )114 213 312 13 2 141 14 	

P A n A
n S

( ) ( )
( )

/= =
×

= =
14

20 20
7

200
0 035 	

												 دومی              اولی           
											                  17 تا 20       17 تا 20          
4 4 16 16

20 20
4

100
0 04× = ⇒ = =

×
= =⇒ n B P B n B

n S
( ) ( ) ( )

( )
/ 	

P »یا« A B P A P B( ) ( ) ( ) / / / ⇒ + = + =0 035 0 04 0 075 	
ب اولی مجذورك امل یا دومی عددی اول باشد.

) ندارد. پس این دو مستقل‌ هستند. )B ) تأثیری بر اول شدن يا نشدن دومی  )A پاسخ: مجذور كامل بودن اولی 

⇒ از بين 1 تا 20 يكی از 1 و ۴ و 9 و 1۶ بيايد. = =P A( ) 4
20

1
5

⇒ از بين 1 تا 20 يكی از 2 و 3 و 5 و 7 و 11 و 13 و 17 و 19 بيايد. = =P B( ) 8
20

2
5

⇒ »یا« + − ×( ) = + − × =P A B P A P B P A P B( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1
5

2
5

1
5

2
5

13
25

مستقل
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احتمال سطح و حجم

8
مساحت مطلوب استفاده میك‌نیم.

مساحت کل
حجم مطلوب و

حجم کل
    اگر سؤال احتمال، مربوط به انتخاب یك سطح یا حجم از كل باشد،‌ معمولاً از رابطة

4cm ایجادك رده‌ایم. اگر احتمال برخورد تیر به  20cm، پنج دایر ةهم‌مركز، با اختلاف شعاع‌های مثال در صفحه‌ای دایره‌ای به شعاع 

 تمام نقاط این صفحه یكسان باشد، چند درصد احتمال دارد، تیریك ه به این صفحه می‌خورد، در یكی از دو حلقة آخر قرار گیرد؟ 14
پاسخ:

S دو حلقه آخر = S كل −S = )دایره به شعاع 12( − =π π π( ) ( )20 12 2562 2 	 

= احتمال = =  →×S
S

256
400

0 64 100π
π

/ مطلوب%

کل
%۶۴ احتمال دارد.

مجموعـة  می‌كنیم، ‌عضـو  انتخـاب   A
x
y

x y==







 << << −− << <<












| ,1 5 2 4 مجموعـة از  نقطـه‌ایك ـه  دارد  احتمال  چقـدر   

مثال

15 
B باشد؟

x
y
x y==








 >> <<












| ,3 1

 − < <2 4y 1 و  5< <x پاسخ: مجموع ةA نقاط داخلی ك مستطیل است كه ضلع‌هایش ستون‌های 
هستند.

 y ی عنی نقاط پایین خط 1= y x را و 1> = 3 ی عنی نقاط سمت راست خط  x > 3 از این مستطیل،

را برمی‌گزینیم.

= احتمال =
×
×

=
2 3
4 6

1
4

مساحت مطلوب
مساحتک ل

4 و احتمال قبول نشدن  
10

، استاد امتحان بگیرد 7
10

، استاد نیاید 5
10

مثال مجید امروزك لاس ریاضی دارد. احتمال آنكه بهك لاس برود

16 
4 است. چقدر احتمال داردك ه مجید در امتحان ریاضی امروز قبول شود؟

10
مجید 

= احتمال قبولی امروز × مجید برود  × استاد بیاید  × امتحان بگیرد  قبول شود  پاسخ: 	

 = × × × = =
5
10

3
10

4
10

6
10

360
10000

0 036/                        						     

مثال به ۴ نفر گفته‌ایم عدد حسابی دلخواهیك متر از 20 را درنظر بگیرند. چقدر احتمال داردك ه:

17 
الف همه عدد 1 را درنظر گرفته باشند.

نفر چهارم     نفر سوم    نفر دوم    نفر اول
										         0 تا 19      0 تا 19      0 تا 19   0 تا 19          
20 20 20 20 160000 160000× × × = ⇒ =n S( ) تعداد کل حالات:  پاسخ: 	

P(الف)

( , , , )

( )
( )

= =

1111

1
160000

n
n S
الف

ب همگی عدد یكسانی را درنظر گرفته باشند.
)}: ب , , , ) ,( , , , ) ,( , , , ) ,..., ( , , , )0 0 0 0 1 1 1 1 2 2 2 2 19 19 19 19 } پاسخ: 	

P(ب ) ( )
( )

= = =
n
n S

20
160000

1
8000

ب
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مثال دو ظرف داریم. ظرف A شامل 2 توپ سفید و 3 توپ سیاه و ظرف B شامل ۵ توپ سفید و ۴ توپ سیاه است. از A به تصادف 

ی كتوپ برداشته و در ظرف B می‌گذاریم. حالا مهره‌ای به تصادف از ظرف B برمی‌داریم. چقدر احتمال دارد این توپ سفید باشد. 18
پاسخ: 

⇒ توپ A سیاه باشد )3 تا از ۵ تا(

Bجدید

	              ۵ تا از 10 تا: سفید⇒ 

⇒ توپ A سفيد باشد )2 تا از ۵ تا(

Bجدید

⇒ ۶ تا از 10 تا: سفید 

احتمال سفید بودن توپ نهایی = ( Aسیاه (Bجدید سفید× (+ (Bجدید سفید×Aسفید

= ×





 + ×






 = + =

3
5

5
10

2
5

6
10

15
50

12
50

27
50

مسائل ترکیبی

  سهك ارخانة تولید لامپ داریم. احتمال ناسالم بودن لامپ تولیدیك ارخانة A، ۵ درصد،ك ارخانة B، 3 درصد وك ارخانة C، ۶ درصد 
مثال

19  C و بقیه را ازك ارخانة B۵0 درصد لامپ‌هایش را ازك اخان ۀ ،Aاست. ی كفروشگاه لوازم برقی 30 درصد لامپ‌هایش را ازك اخان ۀ
تهیهك رده است. به نظر می‌رسد چند درصد لامپ‌های فروشگاه ناسالم باشد؟

A
B

C

ناسالم

ناسالم

ناسالم

30%

50%

20%

5%

3%

6%

پاسخ: 	

احتمال ناسالم بودن = ×





 + ×






 + ×






 =

30
100

5
100

50
100

3
100

20
100

6
100

420
100000

0 042= /

× : درصد لامپ‌های ناسالم → =100 4 2/ %

مثال تاسی را می‌اندازیم. اگر عدد اول بیاید، ی كبار دیگر تاس را می‌اندازیم در غير اين صورت 2 بار دیگر تاس را می‌اندازیم. چقدر 

احتمال دارد، مجموع اعداد رو شده،ك متر از ۵ باشد. 20
پاسخ: باید مجموع دو تاسی ا سه تاسِ انداخته شده، كمتر از ۵ باشد؛ی عنی حالت‌های:

( , , ), ( , , ), ( , , ), ( , ), ( , ), ( , )111 112 121 21 22 31
A B C D E F

احتمال = A احتمال +B احتمال + +... F احتمال

= × ×





 + × ×






 + × ×






 + ×






 +

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

11
6

1
6

1
6

1
6

3 1
6

1
6

1
6

3 1
6

1
6

1
7

×





 + ×






 = × × ×






 + × ×






 = 22

1
12

7
72

+ =

مثال در ظرفی 5 توپ سیاه و 6 توپ سفید داریم. اگر به‌طور تصادفی توپ‌ها را بدون دیدن رنگ آن‌ها یکی‌یکی خارج کنیم، چقدر 

احتمال دارد پنجمین توپ خارج‌شونده سیاه باشد؟ 21
پاسخ: با وجود اینکه رنگ قبلی در احتمال بعدی تأثیر دارد ولی در چنین سؤالاتیک ه نتایج قبلی نامعلوم است می‌توان احتمال توپ ششم و 

توپ اول را مساوی دانست.

احتمال سیاه ⇒ 6         5  = 5
11

سفید  سیاه

A B
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تست‌های مبحث سوم
 در انداختن دو تاس، احتمال آن را بیابیدك ه مجموع اعداد رو شده بیشتر از 10 باشد؟11

1
18

 )۴ 	 1
12

 )3 	1
9

 )2 	1
6

 )1 	

 احتمال اینكه در ۵ بار پرتاپ سکه، حداقل یك‌بار »رو« بیاید، چقدر است؟22
31
32

 )۴ 	29
32

 )3 	15
16

 )2 	1
2

)1 	

 روی 200ك ارت، اعداد 1 تا 200 را نوشته‌ایم. یك كارت به تصادف رو می‌كنیم. چقدر احتمال داردك ارت رو شده مضرب 2 باشد ولی 33
مضرب ۵ نباشد؟

9
20

 )۴ 	3
10

 )3 	2
5

 )2 	1
5

 )1 	

 در انداختن سه تاس، احتمال آن را بیابیدك ه یكی اول، یكی مركب، دیگری نه اول و نه مركب باشد؟44
1
36

 )۴ 	 1
12

 )3 	1
4

 )2 	1
6

 )1 	

 خانواده‌ای دارای ۴ فرزند می‌باشد. باك دام احتمال، این خانواده هم فرزند دختر و هم فرزند پسر دارد؟55
15
16

 )۴ 	7
8

 )3 	3
4

 )2 	1
2

 )1 	

 درك یسه‌ای ۵ مهر ةقرمز، ۴ مهر ةآبی و 3 مهر ةزرد وجود دارد. 2 مهره به تصادف بیرون می‌آوریم. احتمال اینكه 2 مهره هم‌رنگ باشند، 66
كدام است؟

31
66

 )۴ 	24
66

 )3 	19
66

 )2 	10
66

 )1 	

 اعداد 1، 2، 3، ۴، ۵ را روی ۵ك ارت یكسان نوشته‌ایم. به تصادف 3ك ارت را به‌صورت تك‌ت كبیرونك شیده و درك نار هم قرار می‌دهیم. 77
باك دام احتمال، عدد سه رقمی ساخته شده، مضرب 1۵ خواهد بود؟

1
6

 )۴ 	1
10

 )3 	 1
15

 )2 	 1
20

 )1 	

 نقطه‌ای به‌طور تصادفی درون مربعی به ضلع 2 سانتی‌متر انتخاب می‌كنیم. احتمال اینكه فاصلة این نقطه از نزدیك‌ترین رأس مربع، 88
( )ππ3 بزرگتر از 1 باشد، چقدر است؟ −−

1
2

 )۴ 	1
6

 )3 	1
4

 )2 	1
3

 )1 	

 از بین ۴ك ارت سفید و ۵ك ارت سبز یكسان، به تصادف یك كارت را خارج می‌كنیم. سپس بدون جایگذاریك ارت اول،ك ارت دوم را 99
خارج می‌كنیم. باك دام احتمال، هر دوك ارت هم‌رنگ هستند؟

5
9

 )۴ 	4
9

)3 	1
3

)2 	2
9

 )1 	

 سه نفر در ی كمسابقه شركتك رده‌اند. به‌طوری‌كه احتمال برد نفر اول، دو برابر احتمال برد نفر دوم و نصف احتمال برد نفر سوم است. 101
احتمال برد نفر سوم چقدر است؟

1
3

 )۴ 	1
2

 )3 	4
7

 )2 	3
7

 )1 	
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پاسخ‌نامۀ تشریحی و آموزشی تست‌های مبحث سوم

گزینۀ 3 1
كل حالت‌های پرتاب دو تاس 3۶ حالت است كه در سه حالت آن، مجموع 

اعداد رو شده 11 یا 12 هستند.

( , )6 6 ) و , )5 6 ) و , )6 5  ⇒ = =P A( ) 3
36

1
12

گزینۀ 4 2
چون شمارش حالت‌هایی كه سكه ی‌كبار، دو بار، سه بار، ... رو بیاید زیاد 

است، از اصل متمم استفاده میك‌نیم.
= = 




2 تعداد کـل حالات325
1 حالت: هیچ سکه‌ای رو نیاید

= تعداد حالاتی كه سكه حداقل كي بار رو بيايد ⇒ − =32 1 31

⇒ =P A( ) 31
32

  

گزینۀ 2 3

n A( ) = =
200
2

100 تعداد اعدادی كه بر 2 بخش‌پذیرند: 	

تعداد اعدادی كه هم بر 2 و هم بر ۵ بخش‌پذیرند:

n A B( ) = =
200
10

20

⇒ n A( فقط ) = − =100 20 80

⇒ P A( فقط ) = =
80
200

2
5

گزینۀ 1 4

»اول«، »مركب« و »نه اول و نه مركب« بودن را به 6 ترتيب می‌توان در نظر گرفت. 
چون سه پیشامد مستقل هستند، از ضرب احتمال هر كدام به تنهایی استفاده 

میك‌نیم.
P A( ) ( )= × × × =6 3

6
2
6

1
6

1
6

گزینۀ 3 5
2 حالت است. دو حالت نامطلوب وقتی است كه همگی  164 = كل تعداد حالات 

دختر یا همگی پسر باشند. در نتیجه تعداد حالات مطلوب 1۴ تا است.	

P A( ) = =
14
16

7
8

گزینۀ 2 6

12 :كل حالات برابر است با انتخاب 2 مهره از 12 مهره 11
2

66×
=

انتخاب 2 مهره از قرمزها : 5 4
2

10×
=

4 : انتخاب 2 مهره از آبی‌ها     3
2

6×
= تعداد حالاتی که 2 مهره⇒    

    هم‌رنگ باشند
: انتخاب 2 مهره از زردها          3 2

2
3×

=  

10 6 3 19+ + = ⇒ =P A( ) 19
66

گزینۀ 2 7

5 :كل حالات 4 3 60× × = = n S( ) : 	

135 315 345 435 15, , , ⇒ 4 عدد مضرب

  ⇒ =n A( ) 4 ⇒ = =P A( ) 4
60

1
15

گزینۀ 2 8

اگر نقطه درون ناحیة رنگی باشد، فاصلة آن 
از تمام رئوس مربع بزرگ‌تر از یك است.

1cm

1cm

1cm1cm

1cm1cm

1cm

1cm

احتمال مساحت رنگی
=مساحت مربع =

−4 1
4

1
4

2π( )


گزینۀ 3 9
 4           5
سبز     سفید

:كارت دوم سفید و كارت اول سفید 4
9

3
8

12
72

× =

:كارت دوم سبز و كارت اول سبز 5
9

4
8

20
72

× =

⇒ + = =
12
72

20
72

32
72

4
9

گزینۀ 2 10

P A P B P C( ) ( ) ( )= =2 1
2

     

 P A P B P C( ) ( ) ( )+ + =1

⇒ + + =
1
2

1
4

1P C P C P C( ) ( ) ( )

⇒ ⇒= =
7
4

1 4
7

P C P C( ) ( )
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سؤالات تشریحی فصل اول
 اعضای هر یک از مجموعه‌های زیر را مشخص کنید.11

B )ب x y x y x y= − ∈ =−{ | , , }2 2 22 3
A )الف  x x x= − ∈ − < ≤{ | , }2 3 3 2

D )د  x x
x

x=
+

∈ ∈{ | , }1396
 

C )ج  x xx x= ∈ ={ | , }2 3 3


E )ه‍ـ  x x x= + ∈ ≤ ≤{ | , }2 0 102


 هر یک از مجموعه‌های زیر را به زبان ریاضی بنویسید..2

B )ب = −
−{ , , , ,...}1 1

2
1
3

1
4

A )الف = −{ , , , ,...}3 4 11 18

D )د  ={ , , ,...}1 121 C )ج12321 = − − − − − −{ , , , , , , , , , , , }12 6 4 3 2 1 1 2 3 4 6 12

n را بیابید.33 2n عضوی است. مقدار  3 عضوی، 16 برابر تعداد زیرمجموعه‌های یک مجموعة  1n ++  تعداد زیرمجموعه‌های یک مجموعة

C را روی نمودار وِن نشان دهید و عبارات زیر را به‌دست آورید.	44 == { , , , , }1 2 3 4 6 B و  == { , , , }1 3 5 7  ،A == { , , }1 2 3  سه مجموعة 

( ) ( )A B C B∩ ∪ −( )A B C− 

 2 تاس و یک سکه را می‌اندازیم. احتمال اینکه سکه رو بیاید و از 2 تاس یکی فرد و دیگری زوج بیاید چقدر است؟55

A باشد، چند زیرمجموعة 6 عضوی وجود دارد که شامل 1 و 2 باشد، ولی 3 و 4 را شامل نشود؟66 == { , , , ..., }1 2 3 10  اگر

 ناحیة رنگ شده در نمودار زیر را با نماد ریاضی بنویسید.77

 در یک کلاس 40 نفری، تمام 8 نفری که به فیزیک علاقه دارند، به ریاضی هم علاقه دارند. در این کلاس 15 نفر به شیمی، 12 نفر فقط 88
به ریاضی و 2 نفر به هر سه درس علاقه دارند. چند نفر به هیچ یک از این سه درس علاقه‌ای ندارند؟

A، مجموعة A چند عضو دارد؟99 x x k
k

x k L== == ∈∈ ∈∈{ | , , }2  L و  == −− −−{ , , , }2 1 1 2  اگر

 درون کیسه‌ای، 5 مهر ةقرمز و 4 مهر ةآبی وجود دارد. 3 مهره از کیسه بیرون می‌آوریم. با کدام احتمال 3 مهره هم‌رنگ می‌باشند؟101

A دارای چند زیرمجموعة 5 عضوی است، به گونه‌ای که اختلاف بزرگترین و کوچکترین عضو آن 8 باشد؟111 == { , , , ..., }1 2 3 12  مجموعة 

 ناحیة مربوط به مجموعة روبه‌رو را در شکل زیر رنگك نید.121

( ) ( )A B C A− ′ ′ − ′

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 بین اعداد سه رقمی، چند عدد وجود دارد که بر 4 و 3 بخش‌پذیر باشند، ولی بر 18 بخش‌پذیر نباشند؟131

 از ظرفی شامل 6 کارت آبی، 3 کارت سبز و 4 کارت سفید یکسان، به تصادف یک کارت را بیرون می‌آوریم، سپس بدون جایگذاری، 141
کارت دوم را خارج می‌کنیم. با کدام احتمال هر دو کارت هم‌رنگ هستند؟

 در کیسه‌ای 7 مهر ةآبی و 5 مهر ةسفید وجود دارد. مهر ةاول را بیرون آورده، کنار می‌گذاریم، مهر ةدوم را نیز بیرون آورده و کنار 151
می‌گذاریم. سپس مهرۀ سوم را بیرون می‌آوریم. احتمال سفید بودن مهرۀ سوم را به‌دست آورید.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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ها
عه 

مو
مج

1 
صل

ف

پاسخ‌نامۀ سؤالات تشریحی فصل اول

1 

x )الف A= − − = − −⇒2 1 0 1 2 8 5 2 1 4, , , , { , , , , }

 )ب
2 2 0 1

0
1 0 12x x

y
B

− = =
=





= − =
⇒

⇒ { } { }

3 )ج 3 2 83 3x x x C= = = =⇒ ⇒ { } { }

 )د
x

x x
+

= + ∈

= × ×







1396 1 1396

1396 2 2 349



⇒

1396 ساده می‌شود 
x

اگر x از مقسوم علیه‌های طبیعی 1396 باشد، آن‌گاه 

و مقداری طبیعی را می‌دهد.
D ={ , , , , , }1 2 4 349 698 1396

n )ه‍ـ x n x= + ∈ ⇒ = +2 22 2 2


0 10 0 100 2 2 102

2 2 102

4 9 10

2 2

2

2≤ ≤ ≤ ≤  → ≤ + ≤

≤ + ≤

 → =

⇒

⇒

+

∈

x x x

x

nn � …, , , 00

n x n

xx
n

= = −

 → =≥
=

2 3 10 2

2 7

2

0
2 3

, ,..., ,

, ,..., ,...

⇒ =E { , , , , , , , , }2 7 14 23 34 47 62 79 98

2 

A )الف = − −{ ( ) , ( ) ,...}7 1 10 7 2 10
				        فاصله دو عدد متوالی  

⇒ = − ∈A x x{ | }7 10
↗

�
	

B )ب
n

n
n

=
− − −







=

−
∈

( ) , ( ) , ( ) ,... {( ) | }1
1

1
2

1
3

11 2 3



C )ج x
x

= ∈ ∈{ | }� �
↘

12

                                         اعضای مجموعه شمارنده‌های صحیح 12 هستند.

D )د ={ , , ,...}1 11 1112 2 2

=
− − −








=
−







 ∈

( ) , ( ) , ( ) ,

{ | }

10 1
9

100 1
9

1000 1
9

10 1
9

2 2 2

2

…

�
x

x

3 

2 16 2 2 2 23 1 2 3 1 4 2n n n n+ += × = ×⇒
⇒ ⇒+ = + =3 1 4 2 3n n n

4 
A B C  = { , }1 3

A
B

5

7

2

4

6

1

3

C

  ( ) { , , , , }A B C C− = =
2

1 2 3 4 6
�

∪

 ( ) ( ) { , , , , }
, , ,

A B C B C∩� ∪ �
1 3 2 4 6

1 2 3 4 6− = =

5 

P A( ) =
1
2

احتمال رو آمدن سکه 

P B( ) =
1
2

احتمال فرد آمدن تاس 

P C( ) =
1
2

احتمال زوج آمدن تاس 

= )زوج،فرد،رو( يا )فرد،زوج،رو( × × +
1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
4

× × =

 	
6 

اعداد 1، 2، 3، 4 را کنار می‌گذاریم. حال باید از 6 عضو باقی‌مانده، زیرمجموعه‌های 
46 عضوی را انتخاب کنیم. 

4 2
6 5
2

15!
! !×

=
×

=

هستند.  زیرمجموعه   15 این  با  برابر  موردنظر  زیرمجموعه‌های  بنابراین 
به‌طوری‌که 1 و 2 را نیز به آن‌ها اضافه کنیم.

 	
7 

از ناحۀي مشترک C و B هر چه مربوط به A و D است را حذف می‌کنيم. 

( )B C A D −[ ]−  
يا

 ( ) ( )B C A D∩ ∪−



Smart 9آموزش پیشرفتۀ ریاضی تیزهوشان و نمونه دولتی نهم

54

صل 1
ف

مجموعه‌ها

 	
8 

13 2 6 12 33+ + + =
40 33 7− =

 	
9 

x
k

xx= =
−

−  → = −∈1 1
2

1 1 1
2

1 1, , , ,

⇒ = −A { , }1 1 مجموعة A دو عضو دارد.	 	            

 	
10 

تعداد حالت‌های انتخاب 3 تا از 9 تا برابر است با:

n S( ) !
! !

=







 = ×

=
× ×
× ×

=
9
3

9
3 6

9 8 7
3 2 1

84
3 4

تعداد حالت‌های انتخاب 3 تا از بين قرمزها يا انتخاب 3 تا از بين آبی‌ها 
برابر است با: 

n A( ) = 






 +








 = + =

5
3

4
3

10 4 14

⇒ = =P A( ) 14
84

1
6

 	
11 

باید  باشد،  این‌که اختلاف بزرگترین و کوچکترین عضو مجموعه، 8  برای 
یکی از زوج اعداد زیر در مجموعه قرار بگیرند.

( , )1 9 ، ( , )2 10 ، ( , )3 11 ، ( , )4 12
تا  کنیم  انتخاب  را  تا   3 باید  که  دارد  وجود  عدد   7 اعداد،  زوج  این  بین 

زیرمجموعة 5 عضوی تشکیل دهند.

⇒ ×







 = ×

×
= ×

× ×
× ×

=

× ×

4
7
3

4 7
3 4

4 7 6 5
3 2 1

140
7 6 5

!
! !

12 
M

A B

C

A B

C

M

A B

C

A B

C

M

M

A B

C

M

M

⇒ − ′ ′ − ′ =( ) ( )A B C A

⇒ − ′ ′ − ′ =( ) ( )A B C A
⇒ − ′ ′ − ′ =( ) ( )A B C A

⇒ − ′ ′ − ′ =( ) ( )A B C A⇒ − ′ ′ − ′ =( ) ( )A B C A

⇒

⇒

⇒

⇒ − ′ ′ − ′ =( ) ( )A B C A کل مستطيل = M

13 

باید تعداد عددهايی که بر 4 و 3 )بر 12( بخش‌پذیرند را به‌دست آورده، 
سپس اعدادی که بر 12 و 18 )بر 36( بخش‌پذیرند را از آن‌ کم کنیم.

108 : بر 12 120 996, ,..., 	

:تعداد اعداد 3 رقمی بخش‌پذیر بر 12 996 108
12

1 75−
+ =

108 : بر 36 144 972, ,... 	

 تعداد اعداد 3 رقمی بخش‌پذیر بر 36
: 972 108

36
1 25−

+ =⇒ − =75 25 50 	
14 

:»کارت دوم آبی« و »کارت اول آبی« 6
13

5
12

30
156

× =

:»کارت دوم سبز« و »کارت اول سبز« 3
13

2
12

6
156

× =

:»کارت دوم سفید« و »کارت اول سفید« 4
13

3
12

12
156

× =

⇒ + + = =
30
156

6
156

12
156

48
156

4
13

15 

روش اول
اولیدومیسومی

⇒ × ×
7
12

6
11

5
10

آبیآبیسفید

⇒ × ×
7
12

5
11

4
10

آبیسفیدسفید

⇒ × ×
5
12

7
11

4
10

سفیدآبیسفید

⇒ × ×
5
12

4
11

3
10

سفیدسفیدسفید

⇒
+ + +

= = =
210 140 140 60

1320
550
1320

55
132

5
12

روش دوم با توجه به نامعلوم و آزاد بودن انتخاب‌های اول و دوم، احتمال 
5
12

= سفید بودن سومی مساوی است با احتمال سفید بودن اولی

7
کل:40
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تست‌های جامع فصل اول

A باشد، کدام رابطه نادرست است؟11 == ∅∅ ∅∅{ ,{ },{ , }}1 1  اگر
{ ,{ }}∅ ⊆1 A  )4 	{ , }∅ ⊆1 A  )3 	∅∈A  )2 	∅⊆ A  )1 	

B چند عضو دارد؟22 x x y x yy== ∈∈ ++ =={ | , , } 3  مجموعة
4( بی‌شمار 3( 6 عضو	 2( 4 عضو	 1( 2 عضو	 	

B چند عضو دارد؟33 A−− A دو عضو است. مجموعة B−− A سه عضو و  B A دارای 7 عضو،  B  مجموعة 
5 )4 	4 )3 	3 )2 	2 )1 	

 کدام مجموعه نسبت به هر چهار عمل اصلی بسته است؟44
2( مجموعة اعداد صحیح به‌جز صفر	 	 1( مجموعة اعداد طبیعی	 	

4( مجموعة اعداد گنگ 	 3( مجموعة اعداد گویا به‌جز صفر	 	

B را نشان می‌دهد؟55 B باشد، کدام گزینه عضوهای مجموعة  x Ax== ∈∈{ | }2 A و  x x x== −− ∈∈ −− ≤≤ <<{ | , }2 1 2 2  اگر

{ , , }1
2
1 8  )4 	{ , , }0 1

2
8  )3 	{ , , }−1 0 3  )2 	{ , , }0 1 9  )1 	

 دو تاس را با هم انداختیم. با کدام احتمال، مجموع دو عدد رو شده، عددی اول است؟66
7
12

 )4 	5
9

 )3 	4
9

 )2 	 5
12

 )1 	

A را نشان می‌دهد؟77  { , , , }1 2 9 28  کدام گزینه نمایش ریاضی مجموعة 

A x x W x= + ∈ <{ | , }3 1 29  )2 	A x x x= ∈ + <{ | , }

3 1 29  )1 	

A x x W x= + ∈ <{ | , }3 1 4  )4 		A x x x= + ∈ <{ | , }3 1 4  )3 	

A چند زیرمجموعه دارد؟88 A، آن‌گاه x x x
== ∈∈ −− << −− <<{ | , } 2

3
1 1  اگر 

256  )4 	128  )3 	64  )2 	8  )1 	

B به‌صورت ریاضی کدام است؟99 == { , , , ...}11 101 1001  مجموعة 
	{ | , }10 1 0x x x+ ∈ ≥ )2 	 	{ | }10 1x x+ ∈  )1 	

{ | }10 1x x W+ ∈  )4 	 	{ | , }10 1 1x x x+ ∈ ≥ )3 	

a چند عضو دارد؟101 n n
a

a n n| , , ,
3

26−−
∈∈ ∈∈ ==












   مجموعة

64  )4 	32  )3 	16  )2 	48 )1 	

} چند عضو دارد؟111 | , }x
x

x x
2

2
1
1

3 4−−

++
∈∈ −− ≤≤ <<  مجموعة 

7 )4 	6 )3 	4 )2 	3 )1 	

)} چند عضو دارد؟121 ) | }−− ++ ∈∈1 1n n n   مجموعة 
4( بی‌شمار 	3 )3 	2 )2 	1 )1 	
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مجموعه‌ها

} چند زیرمجموعة 5 عضوی دارد به‌طوری ‌که مجموع بزرگترین و کوچکترین عضوهایش 10 شود؟131 , , , , , , , }1 2 3 4 5 6 7 8  مجموعة
31 )4 	11 )3 	10  )2 	3  )1 	

} چند زیرمجموعه دارد که حداقل شامل یک عدد فرد باشد؟141 , , , , }1 2 3 4 5  مجموعة 
24  )4 	32  )3 	36  )2 	28  )1 	

) کدام است؟151 ) ( )A B C A B∩ ∪ ∩ ∪[[ ]] A باشد، آن‌گاه حاصل  B C⊆⊆ ⊆⊆ C سه مجموعه باشند به‌‌طوری ‌که  B و  A و   اگر
C  )4 	B  )3 	A C  )2 	A B  )1 	

k عضوی است؟161 −− 3 k عضوی، چند برابر تعداد زیرمجموعه‌های یک مجموعه  ++ 1  تعداد زیرمجموعه‌های یک مجموعة 
32  )4 	16  )3 	8  )2 	4  )1 	

 در یک تیم فوتبال 18 نفر بازی می‌کنند. از میان آن‌ها 8 نفر دفاع، 9 نفر هافبک و 6 نفر در حمله بازی می‌کنند. 4 بازیکن هم دفاع و 171
هم هافبک بازی می‌کنند ولی هیچ‌کدام هم دفاع و هم حمله بازی نمی‌کنند. چند نفر از این بازیکنان فقط هافبک بازی می‌کنند؟

4  )4 	3  )3 	2  )2 	1  )1 	

 در شکل مقابل، قسمت رنگ شده با کدام مجموعة زیر برابر است؟181

( )A B C∆ −  )2 	 	( )A B C −  )1 	

C A B− ∆( )  )4 	 	( )A B C∆   )3 	

} برابر با کدام گزینه است؟191 , , , , , ...}2 3 7 14 24  مجموعة 
{ | }3
2 2

4
2n n n− + ∈ )2 	 	{ | }n n n2 + ∈  )1 	

{ | }3 7 10
3

2n n n− +
∈  )4 	 	{ | }3 7 8

2

2n n n− +
∈ )3 	

} کدام است؟202 , , , , ...}2 5 8 11−− −−  مجموعة 
{( ) ( ) | }− − ∈+1 3 11k k k   )2 	 	{( ) ( ) | }− − ∈1 3 1k k k   )1 	

{( ) ( ) | }− + ∈+1 3 21k k k   )4 	 	{( ) ( ) | }− + ∈1 3 2k k k   )3 	

 در مجموعه‌ای با افزایش 2 عضو، تعداد زیرمجموعه‌ها 384 واحد اضافه می‌شود. در این‌صورت تعداد زیرمجموعه‌های سه عضوی آن 212
چند واحد افزایش می‌یابد؟

35 )4 	39 )3 	43 )2 	49 )1 	

} چند عضو دارد؟222 | , }x x x−− ∈∈ <<1396 2000  مجموعة 
4( بی‌شمار 	25 )3 	24 )2 	23 )1 	

}، مجموع هیچ دو عضوی، 13 نمی‌شود؟232 , , , ..., }1 2 3 12  در چند زیرمجموعة 6 عضوی از مجموعه 
64  )4 	32  )3 	16  )2 	8  )1 	

k عضوی، 349 می‌باشد. تعداد زیرمجموعه‌های 242 ++ 3 k عضوی و  ++ 1 k عضوی،   مجموع تعداد زیرمجموعه‌های محض مجموعه‌های 
سه عضوی اين مجموعه چندتا است؟

21 )4 	15  )3 	10  )2 	4  )1 	

A دقیقاً یک عضو داشته 252 B } را تعیین کرد، به‌طوری ‌که  , , , , }1 2 3 4 5 B از مجموعة  A و   به چند طریق می‌توان زیرمجموعه‌های 
باشد؟

1024 )4 	405 )3 	160 )2 	32 )1 	

A B

C

M
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C، یک عضو انتخاب کرد، که حاصل‌ضرب 3 عضو انتخاب شده عددی 262 B و  A و   به چند طریق می‌توان از هر یک از مجموعه‌های
زوج باشد؟

C ={ , , , , }10 12 15 16 18B ={ , , }5 6 8A ={ , , , }1 2 3 4

		 118  )4 	60  )3 	58  )2 	48  )1 	

 کدام‌یک از گزاره‌های زیر نادرست است؟272
( ) ( )A A B B∩ ∩ ∪′ ′ = ∅  )2 	 	( ) ( )B B A A M∩ ∪ ∪ ′ =  )1 	

( ) ( )A B A B C B∩ ∩ ∪ ∩ ∩′[ ] ′[ ] = ∅  )4 	 	( ) ( )B B A A∩ ∪ ∪′ ′ = ∅  )3 	

nمهر ةقرمز قرار دارد. 2 مهره به ترتیب و به‌طور تصادفی از کیسه بیرون می‌آوریم )بدون جایگذاری( 282  درون کیسه‌ای 6 مهر ةآبی و 

4 باشد، چند مهر ةقرمز از ابتدا در کیسه وجود داشته است؟
13

اگر احتمال این‌که هر 2 مهره قرمز باشند
9  )4 	8  )3 	7  )2 	6  )1 	

 چند عدد طبيعی کوچکتر از 1000 وجود دارد که نه بر 12 و نه بر 18 بخش‌پذير باشد؟292
888  )4 	834 )3 	724 )2 	654  )1 	

 یک سکه به شعاع 0/5 سانتی‌متر را بر روی صفحة شطرنجی شکل زیر که هر ضلع آن 6 سانتی‌متر است، پرتاب کرده‌ایم. احتمال اینکه 303
سکه به‌طورك امل درون مربع‌های سفید بیافتد، کدام است؟

	 4
25

 )2 	 	1
5

 )1 	

5
36

 )4 	 	1
6

 )3 	
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پاسخ‌نامۀ تشریحی و آموزشی تست‌های جامع فصل اول

گزینۀ 3 1

. A A است نه زیرمجموعة  } عضو  , }∅ 1

گزینۀ 4 2

x y x y+ =  →

=

=

=

=

−

⇒

⇒

⇒

⇒
∈3

0 3 0 0
1 2 1 1
2 1 2 2
3 0 3 1

4

3

2

1

0
,

( , )
( , )
( , )
( , )

( ,

�

11 4 1
4

1)⇒ =

















−

�
y عضو اعداد صحیح هستند، پس می‌توانند بی‌شمار مقدار داشته  x و چون

x شود. y+ = 3 باشند، به‌طوری که 

گزینۀ 1 3

 n B A( )− = − − =7 2 3 2          

گزینۀ 3 4

بررسی گزینة 1: اعداد طبیعی نسبت به عمل تفریق و تقسیم بسته نیستند.

: مثال ,1 2 1 1 2 1
2

− = − ÷ = 	

بررسی گزینة 2: اعداد صحیح نسبت به عمل تقسیم بسته نیستند.

−: مثال ÷ = −2 3 2
3

	

بررسی گزینة 3: اعداد گویای غيرصفر نسبت به هر چهار عمل اصلی بسته 
است.

بررسی گزینة 4: اعداد گنگ نسبت به هیچ عملی بسته نیستند.

: مثال ( ) ( )2 2 0+ − = 	 2 2 2× = 	

2 2 1÷ =                              	  2 2 0− = 	

گزینۀ 4 5

x A B= − − = − =⇒ ⇒2 1 0 1 3 0 1 8 1 1
2

, , , { , , } { , , }

گزینۀ 1 6

1 1 2 1 2 3 2 1 3 1 4 5 2 3 5+ = + = + = + = + =, , , ,
3 2 5 4 1 5 1 6 7 2 5 7 3 4 7+ = + = + = + = + =, , , ,
4 3 7 5 2 7 6 1 7 5 6 11 6 5 11+ = + = + = + = + =, , , ,

n S n A P A( ) , ( ) ( )= = ⇒ = =36 15 15
36

5
12

	

گزینۀ 4 7

A
x x W x
= = + + + +

= + ∈ <

{ , , , } { , , , }
{ | , }

1 2 9 28 0 11 1 2 1 3 1
1 4

3 3 3 3

3
	

گزینۀ 4 8

− < − <  → − < <  → − < <+ ×2
3

1 1 1
3

2 3 61 3x x x

⇒ ⇒= − −x 2 1 0 1 2 3 4 5, , , , , , , 8 عضو 	

⇒ تعداد زير مجموعه‌ها = =2 2568 	

گزینۀ 3 9

B = = + + +{ , , ,...} { , , ,...}11 101 1001 10 1 10 1 10 11 2 3

= + ∈ ≥{ | , }10 1 1x x x 	

گزینۀ 1 10

n n n n n n n3 2 1 1 1− = − = − × × +( ) ( ) ( ) 	

25 26 27 25 26 27
× ×

× ×
∈⇒

a
 	

a شمارندۀ 27 × 26 × 25 است ⇒ ⇒ × × ×5 2 13 32 1 1 3

=تعداد شمارنده‌ها ⇒ × × × =3 2 2 4 48 	

گزینۀ 2 11

x = − − −3 2 1 0 1 2 3, , , , , , 	

( )
( )

, ( )
( )

,..., ( )
( )

− −
− +

− −
− +

−
+









3 1
3 1

2 1
2 1

3 1
3 1

2

2

2

2

2

2

= − ⇒{ , , , }8
10

3
5
0 1 4 عضو دارد. 	
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ف

گزینۀ 2 12

فرد n n n: ( )− + = − + =1 1 1 1 0 	

زوج n n n: ( )− + = + =1 1 1 1 2 	

گزینۀ 3 13

برای اینکه مجموع بزرگترین و کوچکترین عضو مجموعه 10 شود، باید از 
زوج اعداد زیر یکی را انتخاب کنیم.

( , )2 8 ) و  , )3 7 ) و  , )4 6 	
، یک  ( , )3 7 برای زوج عدد چون زیرمجموعه‌های 5 عضوی می‌خواهیم، 

{ , , , , }3 4 5 6 7 انتخاب داریم:

 انتخاب داریم.
5
3

5
3 2

10






 = ×

=
!

! !
 ، ( , )2 8 و برای زوج عدد 

) هم که حالتی نداریم. , )4 6 برای 
⇒ + =1 10 11 	

گزینۀ 1 14

22 زیرمجموعه نوشت، ‌که عدد فردی در آن‌ها نباشد  با 2 عضو 2 و 4، می‌توان
2تا هستند این 4تا را برداریم در  325 = پس اگر از کل زیرمجموعه‌ها که

بقیه حداقل یک فرد داریم. 

گزینۀ 3 15

A B
A B A
A B B

⊆
=
=

⇒
∩
∪

	

A C A C C⊆ =⇒ 
	

B C B C B⊆ =⇒ 
	

( ) ( ) ( )A B C A B A C B C B B∩ ∪ ∩ ∪ ∪ ∩ ∩[ ] = = =

گزینۀ 3 16

2
2

2 2 16
1

3
1 3 4

k

k
k k

+

−
+ − += = = 	

گزینۀ 4 17

باید مجموعشان 18 شود.

گزینۀ 3 18

A: تفاضل متقارن است که در نمودار  B∆
ون به‌صورت زیر نشان داده می‌شود.

C است. پس قسمت رنگ شده در شکل، اشتراک تفاضل متقارن با 

گزینۀ 3 19

n حاصل 3 می‌شود، گزينۀ 3 است.  = تنها گزينه‌ای که به ازای2

گزینۀ 2 20

k حاصل 2 می‌شود، گزينۀ 2 است. تنها گزينه‌ای که به ازای1=

گزینۀ 1 21

2 2 384 2 4 1 384
2 128 7

2n n n

n n

+ − = − =

= =

⇒

⇒ ⇒

( ) 	
	

⇒
+







 −








 = ×

−
×

= − =

× × × ×

7 2
3

7
3

9
3 6

7
3 4

84 35 49
9 8 7 7 6 5

!
! !

!
! !

گزینۀ 2 22

x n x n x n− = − = = +⇒ ⇒1396 1396 13962 2

x n

n n

< + <

< <

⇒

⇒ ⇒

2000 1396 2000

604 604

2

2
	

⇒ ⇒=n 1 2 3 24, , ,..., 24 عضو دارد 	

x n= + ⇒2 1396 1397 1400 1405 1972{ , , ,..., }

گزینۀ 4 23
مجموعه را به 2 مجموعة جدا تقسیم می‌کنیم.

A ={ , , , , , }1 2 3 4 5 6 B و  ={ , , , , , }7 8 9 10 11 12                 
برای نوشتن یک زیرمجموعة 6 عضوی، به‌طوری ‌که مجموع هیچ دو عضوی 
B که در مستطیل‌ها نوشته  A و 13 نشود، باید بین هر دو عضو مجموعة

شده، یکی را انتخاب کنیم پس برای هر یک 2 حالت داریم:

2 2 2 2 2 2 2 64
1
12

2
11

3
10

4
9

5
8

6
7

6× × × × × = = 	

گزینۀ 2 24

2 1 2 1 2 1 3491 3k k k− + − + − =+ + 	

⇒ ⇒ ⇒− + +[ ] = × = =2 1 2 8 352 2 11 352 2 32k k k

⇒ ⇒=k 5 :تعداد زیرمجموعه‌های 3 عضوی 5
3

5
3 2

10






 = ×

=
!

! !



Smart 9آموزش پیشرفتۀ ریاضی تیزهوشان و نمونه دولتی نهم

60

صل 1
ف

مجموعه‌ها

گزینۀ 3 25

} را باید طوری در نظر بگیریم که در نمودار ون،  , , , , }1 2 3 4 5 مجموعة 
B فقط یک عضو قرار بگیرد. همان‌طور که در نمودار  A و قسمت اشتراک

d وجود دارد. c b a, , , مشخص است، 4 قسمت جدا از هم
a باید دقیقاً یک عضو باشد، پس 5 انتخاب برای  با توجه به‌صورت مسأله،
( , , )d c b a داریم. چهار عضو باقی‌مانده 3 حالت برای قرارگیری دارند.

پس کل حالات برابر است با:

5 3 5 81 4054× = × =      	

گزینۀ 2 26

تعداد حالت‌های مطلوب برای حاصل‌ضرب زوج خیلی زیاد است، پس کل 
حالت‌ها را به‌دست می‌آوریم و حالات نامطلوب )حاصل‌ضرب فرد شود( را 

از کل کم می‌کنیم.
4 3 5 2 1 1 60 2 58× × − × × = − = 	

گزینۀ 3 27

باید توجه کنیم که اشتراک هر مجموعه با متممش برابر با تهی و اجتماعشان 
M است. برابر با 

B B
A A M

M M
∩
∪

∪
′ = ∅
′ =

⇒∅ = 	
پس گزینه 3 غلط است.

گزینۀ 3 28

n پس يک قرمز کم شد. 
n + 6

n تا:  + 6 اولی قرمز: n تا از 

n
n
−
+
1
5

n تا:  + 5 n تا از  −1 دومی قرمز: 

	

⇒ ⇒

⇒

+
×

−
+

=
−

+ +
=

− = + +

n
n

n
n

n n
n n

n n n n

6
1
5

4
13 11 30

4
13

13 13 4 44 120

2

2

2 2

⇒ − − =  → =9 57 120 0 82n n n 	

گزینۀ 4 29

: بر 12 999
12

83 	

: بر 18 999
18

55 	

: بر 36 999
36

27 	

⇒ + − =83 55 27 111 تعداد بخش‌پذیرها بر 12 یا 18: 	

⇒ − =999 111 888

گزینۀ 4 30

توجه: برای این‌که سکه به‌طور کامل درون یک مربع 
سفید 2×2 واقع شود، باید مرکز آن درون مربعی به 
مرکز  گیرد پس  قرار  اضلاع  از  سانتی‌متر  فاصلة 0/5 
1 واقع شود. 2cm سکه باید درون مربعی به مساحت

برابر  قرار گیرد،  از 5 مربع سفید  اینکه سکه درون یکی  بنابراین احتمال 
است با:

P A cm
cm

( ) = =
×
×

=
5 1
6 6

5
36

2

2

جمع مساحت‌های مطلوب
مساحت کل

تست گزینه‌ها

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
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ی
عددهای حقیق

صل 2
ف

عددهای حقیقی

( ) مجموعۀ اعداد گویا 

 نشان می‌دهند، لذا: عددی را كه بتوان به شكل یک كسر با صورت صحیح و مخرج صحیح غیر صفر نوشت، عدد گویا گویند. مجموعۀ اعداد گویا را با 

� �= ∈ ≠{ | , , }a
b
a b b 0

a قسمت حركت می‌كنیم. b قسمت كرده و به اندازۀ a روی محور، بین واحدها را 
b

برای نمایش عدد

                      

      برای سریع‌تر ساده كردن كسرها از ب.م.م صورت و مخرج استفاده می‌كنیم، مثلًا:1
( , )700 420 140 700

420
700 140
420 140

5
3

= =
÷
÷

=⇒  

كسر تحویل‌ناپذیر
 به كسرهای ساده‌نشدنی، یعنی كسرهایی كه ب.م.م صورت و مخرجشان 1 باشد، تحویل‌ناپذیر گویند.

( , ) :a b a
b

= ⇒1 كسر تحویل‌ناپذیر
در سال‌های گذشته با عملیات‌های مختلف روی كسرها آشنا شدیم. به مثال 1 توجه كنید.

 حاصل عبارت‌های زیر را به‌دست آورید.
مثال

1 
الف  ( )( )( ) ( )1 1

5
1 1

6
1 1

7
1 1

242 2 2 2− − − −

) هستند، می‌نویسیم: ) ( )1 12 2−
n

a و چون پرانتزها به شكل b a b a b2 2− = − +( )( ) طبق اتحاد مزدوج همواره داریم:

( )( )( )( )( )( ) ( )( )1 1
5

1 1
5

1 1
6

1 1
6

1 1
7

1 1
7

1 1
24

1 1
24

4
5

6
5

− + − + − + − + = × ×

55
6

7
6

6
7

23
24

25
24

4
5

25
24

5
6

1

1

5

6

× × × × = × =

ب   1
2

1
3

2
3

1
4

2
4

3
4

1
5

39
40

+ + + + + + + + = +
+

+
+ +

+
+ + +

+ +
+ + + +1

2
1 2
3

1 2 3
4

1 2 3 4
5

1 2 3 39
40





= +

×

+

×

+

×

+ +

×

= + + + + + =
+ + +1

2

2 3
2
3

3 4
2
4

4 5
2
5

39 40
2
40

1
2

2
2

3
2

4
2

39
2

1 2 3
 

++
=

×

= × =
39

2

39 40
2
2

39 10 390

ج  
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ف
اسمارت نهم

2a
b
c
d

ad
bc

=       طبق قاعدۀ دور در دور، نزدیک در نزدیک، می‌دانیم كه:	 

د   1

1 2

1 1
3

2 1

1

1 1
2

1
2
3
1

1

2
1
16
11

−

−
−

− +

−
−

= −

−

− = −
×
×

= − =
−1 2 11

1 16
1 11

8
3
8

1:صورت 2

1 1
3

1

2
1
2
3

1 3 2−
−

= − = − = − :

:مخرج − +

−
−

= − +
−

= − +
−

= − + = − + =
−2 1

1

1 1
2

1
2
3
1

2 1
1
1
2

1
6

2 1

2 1
6

2 1
11
6

2 6
11

16
11

:

هـ   ‍3 6 9 9 18 27 27 42 57
6 3 9 9 9 21 19

× × + × × + × ×
+ × × + × ×

=
× × × × + × × + × ×

+ × × + × ×
= × × =

3 2 31 2 3 3 9 9 9 21 19
6 3 9 9 9 21 19

3 2 3 1

6
( )
� ��� ���

88

 كسری تحویل‌ناپذیر بیابید كه اگر به صورتش 24 و به مخرجش 10 واحد بیفزاییم، مقدار كسر تغییر نكند.
مثال

2 
a
b
⇒ كسر مورد نظر: ⇒ ⇒ ⇒ ⇒

+
+

= + = + + = + = =
a
b

a
b

a b b a ab a ba b a b a
b

24
10

10 24 10 24 10 24 24
10

( ) ( ) ==
12
5

پاسخ: 	

m است، زیرا:
n

n واحد به مخرجش تغییر نكند، همان  m واحد به صورت و نتیجه: كسری كه با افزودن 
a m
b n

a
b

a b n b a m ab an ba bm an bm a
b

m
n

+
+

= + = + + = + = =⇒ ⇒ ⇒ ⇒( ) ( )

17 را مقایسه كنید.
42

13 و 
28

مثال

3 

پاسخ: مخرج‌مشترک می‌گیریم و سپس صورت‌ها را مقایسه می‌كنیم. بهترین مخرج‌مشترک نیز همان ك.م.م است.
13 3
28 3

17 2
42 2

39
84

34
84

13
28

17
42

×
×

×
×

> >⇒ ⇒, 	

21 بیابید كه اختلاف صورت و مخرجش 32 واحد باشد.
49

 كسری مساوی با 
مثال

4 

پاسخ: 
56
24

اختلاف324
مخرج7
صورت3

⇒   24
56

× 8

 ( )21
49

3
7

=
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نوشتن چند كسر بين دو كسر

روش مخرج‌مشترک گرفتن��

��
a
b

a
b

c
d c

d
<

+
<

2
روش میانگین گرفتن	 

��
a
b

a c
b d

c
d

<
+
+

< روش جمع صورت‌ها باهم و مخرج‌ها باهم: برای کسرهای هم‌علامت داریم:	

4 سه كسر بنویسید.
5

3 و 
4

 بین 
مثال

5 

3
4

4
5

15
20

16
20

5

5

4

4

×

×

×

×
⇒, , 1 روش مخرج مشترک:	 پاسخ: 

) ضرب می‌كنیم. )3 1+ بین 15 و 16 عدد صحیح نداریم پس چون سه تا كسر می‌خواهیم دوباره در 

15
20

4
4
16
20

4
4

60
80

64
80

×
×

×
×

→ ⇒, , بین : , ,61
80

62
80

63
80

2 روش میانگین گرفتن: فرقی ندارد از كدام خانه شروع كنیم:

3
4           <

3
4

31
40

2
61
80

+
=       < 

3
4

4
5

2
31
40

1

+
=

( )

       < 
31
40

4
5

2
63
80

+
=       < 4

5

3 روش جمع صورت‌ها باهم و مخرج‌ها باهم: فرقی ندارد از كدام خانه شروع كنیم:
3
4

          < 3 7
4 9

10
13

+
+

=          < 3 4
4 5

7
9

1

+
+

=

( )

      < 7 4
9 5

11
14

+
+

=            < 4
5

7 با مخرج 9 وجود دارد؟
18

1 و 
12

 چند كسر بین 
مثال

6 1
12

7
18

↓ ↓

,

3
36

14
36

4 بین این دو كسرند.	 5 6 13
36

, , , , پاسخ: كسرهای 

هركدام كه صورتش مضرب ۴ باشد، با مخرج ساده‌ شده و مخرج 9 می‌شود.
4
36

1
9

8
36

2
9

12
36

3
9

= = = ⇒, , سه كسر 	

8 با صورت 80 وجود دارد؟
13

5 و 
11

 چند كسر بین
مثال

7 
5
11

8
13

16

16

10

10

×

×

×

×
, پاسخ: 	

80
176

80
130

, ⇒ بین : , , , ,80
131

80
132

80
133

80
175

 ⇒ تعداد = آخری − اولی + = − + =1 175 131 1 45 	

خاصیت تلسكوپی
a
b c b c×

= −
1 1 b باشد، داریم: c< a و  c b= − اگر

13 12
12 13
−−
××

= −
1
12

1
13

11  یا   8
8 11
−−
××

= −
1
8

1
11

35  یا   10
10 35

−−
××

= −
1
10

1
35

1  یا  
19 21

= ×
−
×

= −
1
2

21 19
19 21

1
2

1
19

1
21

( ) ( ) 	 
مثال

8 

5 یا 
7 13

= ×
×

= ×
×

= −5 1
7 13

5
6

6
7 13

5
6

1
7

1
13

( ) ( ) از این خاصیت در مجموع كسرهای تلسكوپی متوالی استفاده می‌كنیم. 	

مرحله

مرحله
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 حاصل عبارت‌های زیر را بنویسید.
مثال

9 
الف  1

4 5
1

5 6
1

6 7
1

15 16×
+

×
+

×
+ +

×


= − + − + − + + − = −
1
4

1
5

1
5

1
6

1
6

1
7

1
15

1
16

1
4

1�
� ������������ ������������ 116

3
16

=

         مساوی صفر

     با توجه به مثال الف، در كسرهایی كه شرایط تلسكوپی را دارند، )اختلاف دو عدد مخرج = x( مانند زیر عمل می‌كنیم:3
x
a b

x
b c

x
c d

x
m n×

+
×

+
×

+ +
×

 = −
1 1
a n

ب   1
3 5

1
5 7

1
7 9

1
19 21×

+
×

+
×

+ +
×



=
×

+
×

+ +
×

= − = × =
1
2

2
3 5

2
5 7

2
19 21

1
2

1
3

1
21

1
2

6
21

1
7

( ) ( )

	      )حالا تلسكوپی شد(

ج   3
6 9

4
9 13

5
13 18

6
18 24×

+
×

+
×

+
×

= − = =
1
6

1
24

3
24

1
8

)همه شرایط تلسكوپی را دارند( 	

د   0 5
1 2

0 5
1 2 3

0 5
1 2 3 4

0 5
1 2 3 39

/ / / /
+

+
+ +

+
+ + +

+ +
+ + + +





=
×

+
×

+
×

+ +
×

=
×

+
×

+
×

+ +
×

0 5
2 3
2

0 5
3 4
2

0 5
4 5
2

0 5
39 40

2

1
2 3

1
3 4

1
4 5

1
39

/ / / /
 

440
1
2

1
40

19
40

= − =

هـ   ‍ 3
15

3
35

3
63

3
99

+ + + =
×

+
×

+
×

+
×

3 1
3 5

1
5 7

1
7 9

1
9 11

( )

=
×

+
×

+
×

+
×

= − = × =
3
2

2
3 5

2
5 7

2
7 9

2
9 11

3
2

1
3

1
11

3
2

8
33

4
11

( ) ( )

و  1
3

1
6

1
10

1
45

+ + + + = + + + + =
×

+
×

+
×

+ +
×

2
6

2
12

2
20

2
90

2
2 3

2
3 4

2
4 5

2
9 10

 

=
×

+
×

+
×

+ +
×

= − = × =2 1
2 3

1
3 4

1
4 5

1
9 10

2 1
2

1
10

2 4
10

4
5

( ) ( )

تلسکوپی جمع
اگر صورت، با مجموع ضرب‌شونده‌های مخرج برابر باشد به‌صورت زیر جداسازی انجام می‌شود.

7
3 4

1
3

1
4

19
9 10

1
9

1
10

5
2 3

12
3 9

21
9 12

1
2

1
3

1
3

1
9

×
= +

×
= +

×
−

×
+

×
= + − + +( ) ( ) (11

9
1
12

1
2

1
12

7
12

+ = + =)

كسر مسلسل

الف برای محاسبۀ كسر مسلسل از كوچکترین خط كسری شروع می‌كنیم:

 حاصل عبارت زیر را بنویسید.
مثال

10 
1 1

3 1

1 1

2 1
3

+
+

+
+

= +
+
+

+

= +
+
+

= +
+

= + =1 1

3 1

1 1

2 1
3

7
3

1 1

3 1

1 3
7
10
7

1 1

3 7
10

1 10
37

47

3
7

7
10

37
10

337
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« را به‌طور متوالی انجام می‌دهیم  1
معکوس كسر

ب برای برگرداندن یک كسر به شكل مسلسلی، دو عمل »تبدیل كسر به عدد مخلوط« و »تبدیل كسر به
تا جایی كه صورت كسر، یک شود.

30
17

1 1
1
1

= +
+

+
x

y
z

x چند است؟	 y z++ ++  در تساوی مقابل حاصل
مثال

11 

پاسخ:
30
17

1 13
17

1 1
17
13

1 1

1 4
13

1 1

1 1
13
4

1 1
1 1 → +  → +  → +

+
 → +

+
 → +

11 1

3 1
4

1 3 4 8
+

+

= = = + + =⇒ ⇒x y z x y z, مخلوطمخلوطمخلوط,

معکوسمعکوس

كسرهاى خودتكرار

 مقدار عبارت‌های زیر را بیابید.
مثال

12 

الف  A
A

= +
+

+

3 4

3 4

3 4


⇒ ⇒= +  → = + − =×A
A

A A A AA3 4 3 4 3 42 2      پاسخ: 	

: حاصل‌ضرب چه عددی در 3 تا كمتر از خودش، 4 میشه؟ خود 4 ( )A A − =3 4

A A A× − = − =⇒( ) ( )3 4 4 3 4  

)البته 1- هم این‌طور هست كه چون A منفی نیست، 1- قابل قبول نیست(	

ب B
B

= +
+

+

1 42

1 42

1 42


⇒ ⇒= +  → = + − =×B
B

B B B BB1 42 42 422 2

: حاصل‌ضرب كدام عدد مثبت در یكی كمتر از خودش، 42 ميشه؟ عدد 7 ( )B B− =1 42

B B B× − = × − =⇒( ) ( )1 7 7 1 7                                     

)انرژی اتمی 82( S كدام است؟	 == ++ ++ ++
1
2

2
4

3
8

 ، حاصل  1
2

1
4

1
8

1++ ++ ++ ==  هرگاه بدانیم
مثال

13 

2  )4 	1 75/ )3 	1 5/ )2 	1 )1 	

پاسخ: گزینۀ »۴«

S = + + + + = + + + + + + +

= + + + +

1
2

2
4

3
8

4
16

1
2

1
4

1
4

1
8

1
8

1
8

1
16

1
2

1
4

1
8

1
16

1

� �

�
� ��������� ��������

�
� ������� �������

+ + + + + + +

− =

1
4

1
8

1
16

1
8

1
16

1 1
2

1
2

��
� ����� �����

�
� ������ �����

1 1
2

1
4

1
4

1 1
2

1
4

1
8

1
8

1
16

1
32

− − = − − − =

+ + +
��
� �

� ������ ������
+ = + + + + = + =1 1

2
1
4

1
8

1 1 2

1
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اعشاری‌ها
شکل اعشاری کل اعداد، در یکی از دسته‌های زیر قرار می‌گیرد:

  

مختوم: اعداد اعشاری با تعداد رقم های اعشاری محدود، مانند 6/17 یا 905/2 یا 0/4109983 یا ... )که همگی گویا هستند(

نامختوم: بی شمار رقم اعشاری دارد:

 17 43434343 17 43/ ... /= ساده: کل اعشار تکرار می‌شود مانند:

  4 25601601601601 4 25601/ ... /= مرکب: قسمتی از اعشار تکرار می‌شود، مانند:

 π = 3 141592653589/ بدون نظم: مانند ...

5 121121112111121/ ... بانظم غیرتکراری: مانند 

متناوبگویا

نامتناوب گنگ

5 چیست؟
27

 چهل و هفتمین رقم اعشار در عدد 
مثال

14 

5 00000
27

0 185185185 0 185
/

/ /
�

� �=
پاسخ:	 

اعشار، سه رقم سه رقم تكرار می‌شود. رقم سوم و ششم و نهم و ... و چهل و پنجم با الگوی 3n، همان رقم 5 است. پس رقم چهل و هفتم 

رقم 8 است.

7 را بیابید.
88

 نوزدهمین رقم اعشار عدد
مثال

15 

7 88 0 079545454 0 07954÷ = =/ / پاسخ:	 
 ،2n + 3 2، رقم 5 است و رقم‌های اعشار شمارۀ 5 و 7 و 9 و ... و 19 با الگویn + 2 رقم‌های اعشار شمارۀ 4 و 6 و 8 و 10 و ... با الگوی

رقم 4 است.

اعداد متناوب
تناوب به معنای تكرار است. در اعداد اعشاری متناوب، تعدادی از رقم‌های اعشار تا بی‌نهایت تكرار می‌شوند كه به این ارقام، رقم‌های گردش می‌گوییم. 

برای خلاصه‌نویسی آن‌ها را یك بار نوشته و رویشان یک خط قرار می‌دهيم.
174 3512351235123512 174 3512/ /=

36 19582828282 36 195 82/ /=

الف در عددهای اعشاری مختوم، رقم صفر تكرار می‌شود كه بی‌تأثیر است.4       

45 0 45/ =                                  0 3820 0 382/ /= 	

0 3737 0 37/ /=  ،12 7444 12 74/ /=  ،9 151515 9 15/ /= ب تكرار در گردش، قابل حذف است:	

0 9 1/ =  ،2 729 2 73/ /=  ، 799 9 800/ = ج اگر رقم گردش، فقط 9 باشد، حذف شده و یكی به رقم قبلی اضافه می‌شود:	

تشخيص شكل اعشاري يك كسر
برای آنكه بفهميم عدد اعشاری متناظر با كسر، مختوم یا متناوب )ساده یا مركب( است، ابتدا كسر را ساده كرده و سپس فقط مخرج را تجزیه می‌كنیم.

اگر عامل‌های اول مخرج:

��
   

2 2 2 5 2 5 5 5 2 2 5 2× × × × × × × ×
, , , فقط 2 یا 5 )یا هردو( باشد ⇐ مختوم است، مانند:	

��
  

11 3 7 7 7 19
, ,

× × ×
غیر 2 یا 5 باشد ⇐ متناوب ساده است، مانند:	
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��
  

2 3 2 5 7 3 3 5 5 11× × × × × × ×
, , تركیبی از 2 یا 5 و غیر آن‌ها باشد ⇐ متناوب مركب است، مانند:	

 نوع اعشاری كسرهای زیر را مشخص كنید.
مثال

16 

الف
 45
24

÷
÷

=
= × × ⇒

3
3

15
8 2 2 2 مختوم

	
ب 80

540
÷
÷

=
= × × ⇒

20
20

4
27 3 3 3 متناوب ساده

	

ج   273
1820

÷
÷

=
= × × ⇒

91
91

3
20 2 2 5 مختوم

د 	  23
84 = × × × ⇒2 2 3 7 متناوب مرکب

	

( )n ≠≠ −−
3
2

n چند باشد تا نماد اعشاری این كسر، متناوب ساده باشد؟ 16 حداقل مقدار 24
70 105

2n n
n
−−
−−

 در كسر 
مثال

17 
16 24
70 105

8 2 3
35 2 3

8
35

8
5 7

2n n
n

n n
n

n n−
−

=
−
−

= =
×

( )
( )

      	 	 	 	 	 	 	 	 	 پاسخ:	

. n = 5 در مخرج عامل ۵ و 7 وجود دارد پس انگار متناوب مركب است. برای متناوب ساده شدن باید عامل 5 ساده شود لذا 
8 5
5 7

8
7

×
×

= ⇒ متناوب ساده  	

 اعداد اعشاری زیر را به شكل كسر متعارفی بنویسید.
مثال

18 
الف

 
A =0 13/

مجموع 
100 100 0 131313 13 13

100 13 13
0 13

99 13× = × =
=

− = −






 → =⇒A

A

A
A/ /

/

/
 ⇒⇒ =A 13

99
پاسخ:	 

ب  B = 2 7/

مجموع 
10 10 2 777 27 7

10 27 7
2 7

9 25 25
9

× = × =
=

− = −






 → = =⇒ ⇒B

B

B
B B/ /

/

/


پاسخ:	 

5
فرمول تبدیل متناوب ساده به كسر متعارف‍‍ی: 	

B =
−

=
27 2
9

25
9

 ،  A =
13
99

  ،  a bcd abcd a/ =
−

999
	  

ج  1000 123 3
100 12 3

900 111 111
900

C

C
C C

=

=






 → = =⇒

/

/
Cتفاضل = ⇒0 1 2 3/

د   D =1 0 30 4/ ⇒ ⇒
=

=






 → = =

10000 10304 304
10 10 304

9990 10294 10294
9990

D

D
D D

/

/
تفاضل

6
فرمول تبدیل متناوب مركب به كسر متعارفی:	 

)با این فرمول دیگر نیازی به فرمول متناوب ساده هم نیست(

a bcdef abcdef abcd/ =
−

99000

C =
−

=
123 12
900

111
900

 ، D =
−

=
10304 10

9990
10294
9990
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 حاصل عبارت‌های زیر را بنویسید.
مثال

19 

الف   11 26 7 3/ /+ = +18 59
11 262626
7 333333
18 595959

/
/
/

/





ب 0 7 0 29/ /− = − = − = =
7
9

29
99

77
99

29
99

48
99

16
33

ج  1 06 0 106/ /× =
−

×
−

= × = × = × =
106 10

90
106 1
990

96
90

105
990

16
15

7
66

8
15

7
33

56
495

x چند است؟ y z++ ++ 0 باشد، حاصل  543 0 2
3

/ /++ ==xyz  اگر 
مثال

20 

0 543 0 543
999 999

2
3

333
333

666
999

666 543 12/ /+ = + =
×
×

= = − =⇒xyz xyz xyz 33 1 2 3 6⇒ + + = + + =x y z پاسخ: 	

(c ′ یا 
 (  مجموعۀ اعداد گنگ

اعداد گنگ )غیرگویا( قابل تبدیل به كسر نیستند و شكل اعشاریشان نامختوم نامتناوب است، یعنی بی‌شمار رقم اعشار بدون نظم و تكرار یكسان دارند. 
.2 030030003000030/  π یا  = 3 141592653589/  مانند:

10 و ... .  ، 8  ، 7  ، 6  ، 5  ، 3  ، 2 مثال مشهور از اعداد گنگ، جذر اعداد طبیعی غیرمجذور كامل است، مانند: 

 گنگ یا گویا بودن اعداد زیر را مشخص كنید.
مثال

21 

72 27
54
×  

( )18 8 2−  ( )3
2

2  ( )3 2 2+  

( )( )3 2 3 2 3 6 6 2 5 2 6+ + = + + + = + ∈ ′
 پاسخ: 	

( )

( ) ( ) ( )

3
2

3
2

18 8 3 2 2 2 2 2

2

2 2 2

=

− = − = =

∈

∈





72 27
54

36 2 9 3
9 6

6 2 3 3
3 6

6×
=

× × ×
×

=
×

= ∈

( ) مجموعۀ اعداد حقیقی
به مجموعۀ همۀ اعداد گویا و گنگ، اعداد حقیقی گویند.

�∪� �′ = 	� � �− = ′ 	

�∩�′ = ∅ 	� � �− ′ = 	

 )حقیقی( هستند. تمامی اعداد مورد بحث و نیاز ما عضو
) ساخته  ) − به‌عنوان عدد، مجموعۀ اعداد بزرگتری به‌نام مختلط یا موهومی =1 i 1− وجود ندارد ولی خوب است بدانید كه با تعریف می‌دانیم كه

( )� �⊆  زیرمجموعۀ آن است.  می‌شود كه 

W

′






1
2
3

-1
-2
-3

2/716

4/383838...
π=3/14159...
0/121121112...

⇒
0

3
5-

25

2
3
5

� � �− = ′

′



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صل 2
ف

Smart 9آموزش پیشرفتۀ ریاضی تیزهوشان و نمونه دولتی نهم

 نقطۀ نام‌گذاری شده روی محور چه عددی را نشان می‌دهد؟
مثال

22 

الف      x x A2 2 24 2 20 20 20= + = = = −⇒ ⇒

ب      x x B2 2 25 3 25 9 34 34 20 34= + = + = = = − +⇒ ⇒

)از 20- به اندازۀ x به سمت راست رفته(

عدد موردنظر در این سؤالات از سه قسمت تشكیل شده: حرکت جهت  مركز. یعنی از چه عددی، به كدام سمت )+ یا -(، به چه اندازه حركت 7      
انجام شده است.

ج         
x x A

AB AB B

2 2 2

2 2 2

3 4 25 25 5 6 5 11

7 5 49 25 74 74 11 7

= + = = = = + =

= + = + = = = −

⇒ ⇒

⇒ ⇒ 44

د        

x x A

y B

2 2 2

2 2

3 2 9 4 13 13 0 13 13

13 3 13 9 22 0 22

= + = + = = = − = −

= + = + = = − = −

⇒ ⇒

⇒( ) 222

22 5 22 25 47 47

0 47 47

2 2 2z z

S

= + = + = =

= − = −

⇒( )

2 است؟ AB چند برابر  طول پاره‌خط 
مثال

23 
	6 )2 	 	5 )1 	

8 )4 	 	7 )3 	

پاسخ: گزینۀ »۴«
x x

y y

2 2 2

2 2 2
7 1 49 1 50 50 25 2 5 2

3 3 9 9 18 18 9 2 3 2

= + = + = = = × =

= + = + = = = × =




⇒

⇒




= + = + =⇒ AB x y 5 2 3 2 8 2

 نقطه نمایش اعداد زیر را روی محور بیابید.
مثال

24 

الف    A = − − ⇒2 20                               از 2- به سمت چپ مثلث رسم شود 	

16 4 4 2+  → , اضلاع مثلث قائم 

ب   B = −30 3 ⇒ ⇒= − +B 3 30    از 3- به سمت راست، مثلث رسم شود

25 4 1 5 2 1+ +  → , ,
  دو مثلث قائم الزاویه:

					                                                                                            مثلث دوم   مثلث اول   


